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Synthese: Systolische Arrays

= Granularitat paralleler Systeme
= Systolische Felder
= Systolische Instruktionsfelder
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Granularitat paralleler Systeme

“Klassische” Hardwaresynthese erlaubt die Erzeugung
feingranularer Parallelitat
Aufwendig
Basiselemente haben meist geringe Komplexitat
Gatter, Flip-Flops, Addierer...
Lasst sich Parallelitat auch effizient mit groberer
Granularitat realisieren?

Gatter — ??? — Multicores — verteilte Systeme

Systolische Felder

Ersetzung eines Prozessors durch Array gleichartiger
Verarbeitungskomponenten
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Systolische Felder

Ein systolisches Feld (systolic array) ist ein anwendungs-
spezifisches paralleles System aus einigen wenigen
einfachen Zelltypen

Zellen sind regular und lokal verbunden [« H.T. Kung ]

1 11 ]

> >
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Regulare Struktur: >
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Systolische Felder

Systolische Arrays sind datenstromgetrieben
Verwaltung von Datenzahlern
Gegenentwurf zur von-Neumann-Architektur

Funktion der Zellen
auch “DPU” (Data Processing Unit)
genannt

Ahnlich zu einer CPU

Aber: Kein Programmzahler (PC)

(Datenstromgetrieben)

Zelle leitet Ergebnis direkt nach

Ende der Berechnung an

11 1]
> -2
!
Transport triggered I lel l
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Folgezellen weiter l l l l
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Systolische Felder

Vergleich mit anderen parallelen Strukturen

Systolische Felder <« Pipelining
Nicht-lineare Array-Strukturen
Datenfluss in mehrere Richtungen
Jede Zelle kann (kleine) lokale Daten/Befehlsspeicher
besitzen

Systolische Felder « SIMD
Jede Zelle kann eine unterschiedliche Funktion
ausfuhren
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Beispiel fur ein systolisches Feld:
odd-even transposition sort (OETS), n=8
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Daten werden
synchron durch ein-
oder
zweidimensionale
Felder "gepumpt”.
Dabei werden auf
diesen Daten
Berechnungen
ausgefuhrt.

Prozessoren fuhren
feste Befehle aus.
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Behauptung:
systolisches Array fur Matrixmultiplikation
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Wie kann man systollsche Arrays systematisch konstruieren?
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Systolisches Array fur Matrixmultiplikation

= Beispiel: 3x3-Matrixmultiplikation

a d g 7 m p
b e h kln gq
c [ 1 Lo T

P
h'd

(lag = dk = gl)| (am +dn+ go) (ap+dq+ gr)
(bj ek <+ hl) (bm+en+ho) (bp+eq+ hr)
(cj+ fk+il) (em+ fn+io) (cp+ fq+ir)
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Systolisches Array fur Matrixmultiplikation

Prozeszoretn in 2D-Raster N b2,2
angeordne
Jeder Prozessor berechnet 2.0 :%’i :(l)’g
ein Element des Produkts ’ 3 ’
Ali ts in ti 61,0 00,1 Col B
1 enits 1 ume olumns o
gnm - L— 0,0
Rows of A ‘ l l l
a0,2 a0,1 a0,0 —> —P —
al,2 al,]1 al,0 — > I
a2,2 a2,1 a2,0 e — o
T=0
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Systolisches Array fur Matrixmultiplikation

Prozessoren in 2D-Raster

angeordnet R b2,2
Jeder Prozessor berechnet b2.1 bl.2
ein Element des Produkts ’ ’
—— b2,0 — bl,1 —— b0,2
Alignments in time - b1.0 —/— b0.1
< b} b}
‘ lb0,0 l l
0 0 a0,0*b0,0
a0,2 a0,1 > —> —>
al,2 al,1 al,0 —» > N
a2,2 a2,1 a20 —> —> —>
T=1
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Systolisches Array fur Matrixmultiplikation

Prozessoren in 2D-Raster

angeordnet
Jeder Prozessor berechnet b2,2
ein Element des Produkts b2,1 —bl,2
Alignments in time b2,0 — bl,1 —— b0,2
<
‘ o leon ]
a0,2 a0,1 +:?)ﬂ::(:'.?) a0, b .
‘ woo | |
al,0*b0,0
al,2 al,l al,0 ., _
a2,2 a2,1 a2,0 e > >
T=2
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Systolisches Array fur Matrixmultiplikation

Prozessoren in 2D-Raster

angeordnet
Jeder Prozessor berechnet
ein Element des Produkts b2.2
Alignments in time ’
P b2,1 ——bl,2
| le,O lbl,l lbO,Z
002, 20 a0, 203215 [aog| merm:
+a0,2*b2,0
lbl,o lbo,l l
a1,0*b0,0 | i
al,2 al,l |+at,1wp10 (21,0 arovv0.1 |
| Wo 4 '
a2 0 a2, 0*b0o
a2,2 a2,l e . >
T=3
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Systolisches Array fur Matrixmultiplikation

Prozessoren in 2D-Raster

angeordnet
Jeder Prozessor berechnet

ein Element des Produkts

Alignments in time -
< 2
l le,l lbl,z
80.0'b0.0 aO.U'bO,l .
p| +a0.1*b10 a0, oa+byy |0,1| 20.0°b02
+:0~2'b2.0 ::0.2'b2.l +al0,1*b1,2

lb2,0 lbl,l lbO,Z

al,0*b00 |, 1 al1,0°b0,2

al,2 | +a1,1+b10 al,0°b0,1 |a],0
+al,2*a20 P +al,1*bl,1 [—P

J,bl,o J,bo,l l

a2’2 az,l a2.0*b0.0 az’o a2,0*b0,1

——p +a2,1*b1,0 —p ——
T=4
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Systolisches Array fur Matrixmultiplikation

Prozessoren in 2D-Raster

angeordnet

Jeder Prozessor berechnet

ein Element des Produkts
Alignments in time

<
l l lbz,z
20,0*b0,0 20,0*b0,1
. a0 a0,0*b0,2
> a0 [ Lanzens [P a1
- . + . + a0,2'b2’2
h 4 #bz’ l vb 1 ,2
1,0*b0,0 .
+:1 psb1o |@l,2| aL0*b0d |g] 1f aL0%b02
—»{ a1 2vaz0 P FaLI*bLL [~ +all*bl2
o +21,2*b2,1
lbz,o lbl,l lb0,2
a2,0*b0,0 a2,0*b0,1 a2,0*b0,2
32,2‘ +2a2,1*b1,0 az’.l +a2,1*b1,1 az’ol
+22,2*b2,0
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Systolisches Array fur Matrixmultiplikation

Prozessoren in 2D-Raster
angeordnet

Jeder Prozessor berechnet
ein Element des Produkts

Alignments in time
<
a0,0*b0,0 20,0*b0,1
+a01*bL0 | ol +alI*bLE | +:‘;‘:‘,’,‘:§
+a0,2*bh2,0 +a0,2*b2,1 s 30:2'b23
I : b2
a1,0*b0,0
491 1,0*b0,2
1.1*b1.0 al,0*b0,1 al a
::1;2*82,0 —»{ +al,1*bl,1 J +al,1*b1.2
+al,2*b2.1 +al,2*b2.2
l le,l l bl,2
a2,0*b0,0 42,0*b0,1 a2,0*b0,2
+a2,1*b1,0 &% +all*bLl &l +a2,1*b12
+2a2,2%bh2.0 +al22*b2.1
technische universitat = fakultat far © m. engel, p. marwedel,

dortmund informatik

informatik 12, 2011



Systolisches Array fur Matrixmultiplikation

Prozessoren in 2D-Raster
angeordnet
Jeder Prozessor berechnet
ein Element des Produkts
Alignments in time
<

Done

T=17
technische universitat = fakultat fur
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a0,0*b0,0 a0,0*b0,1
a0,0*b0.2
+a0,1*b1,0 +al.1*b1.1
. b} ] . _" + ao.l'bl’z
~
+a0,2*b2,0 +a0,2*b2,1 +202°b2.2
al,0*b0,0
+al,1*b1,0 al,0*b0,1 al,0*b0,2
+al,2%a20 +al,1*bl,1 [—p{ +all*bl2
o +a1,2*b2,1 +a1,2%b2,2
' } 52,2
a2.0*b0.0 a2,0*b0,1 a2 2 a2, 0*b0.2
+22,1*b1,0 +a2,1*bl,1 |T508) +a2,1%b1,2
+282.2*b2.0 +a2,2*bh2,1 +a2,2*b2,2
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Ansatz zur Konstruktion:
Vorgabe von Rekursionsformeln

« Beispiele:
1, fallsn =1
n!=
{n*(n - 1), falls n =1

Hen+1 (X) =X >X<I{en (x) —n* Hen—l (.X')

< P. Quinton: Automatic Synthesis of Systolic Arrays from Recurrent
Equations, Ann. Symp. On Computer Architecture, 1984, S. 209 ft
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Voraussetzung der Methode von Quinton

Rekursionsgleichungen der Form ©000

O 00 O

O 0/0 O
Ul(Z)=f(Ul(Z_ml)a---aUp(Z_mp)) o0& 00
U,(z) =U,(z-m,)
Raum D von
U,(z)=U, (z-m )mitz € DCZ" Berechnungen

Die Vektoren m, mit j € {1..p} heillen Abhangigkeitsvektoren

Die Knoten aus dem Gebiet D C 7" zusammen mit den
Kanten M ={m,, ..., m } bilden den Abhangigkeitsgraphen

G = (D,M).
x € D heildt abhangigvony €D falls3i:x=y-m.
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Beispiel: Faltung

Vektors mit x 4
einem Ve_ktor awo)_
von Gewichten —’

/'\ $x(3)w(1)

K
Faltung eines Vi=z0:y(i)= ZW(j)*X(i - /)
J=

=

x(0) x(1) x(2)  x3) x4

#
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Vergleich von aktueller Form und Ziel
Ziel:

U(z)=fU(z- m1)9"'9Up(Z ~ mp))
U,(z) =U,(z-m,)

Up(Z)=Up(Z—mp)mitZ eDC 7n

y(i)= > w(i)x(i-J)
/=
technische universitat = fakultat far © m. engel, p. marwedel,

dortmund informatik informatik 12, 2011

- 21 -



Erweiterung von y(i) zu Y(i,k)

Def.. VO<k<K:Y(ik)= Ew(])*x(l 7)

=Vi:VO0<k=<K:Y(ik)= Y(lk D +w(k)*x(i-k)
mitVi:Y(i,-1)=0, Y(i,K)=y(i) « DC 72

Vi :W(-1,k)=w(k)
Viz0Vk:W(3i,k)=W(i-1k)
Vi=z0:X(,-1)=x(i)
Viz0V0<sk=K:X(i,k)=X(i-1k-1)
Vi,0=sk=<=K: X(-1Lk-1)=0
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2-dimensionale Form der Rekursionsgleichungen

= Vi=0, Vk, 0<i<K:

Y(.)=Y (i, Je- 1)+ W(i-1,k)* X(i-1 J-1)
Wi k)=W(i-1,k)
X(i,6)=X(-1,k-1)

Mit
Vi=0:
Vi=0:
Vk, 0<k<K:
Vk, 0<k<K:

technische universitat
dortmund

Y(i,-1)=0
X(i-1,-1)=x(i)
W(-1,k)=w(k)

X(-1,k-1)=0
= fakultat fur © m. engel, p. marwedel,
informatik informatik 12, 2011
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Abhangigkeitsgraph fur das Faltungsbeispiel

o Mit Y(0,2) Y(1,2) Y(2,2) Y(3,2) = Y(i)
mlz(oal)a
my=(1,0), " A
m;=(1,1) ergibt
sich der w(1)
Abhangig-

keitsgraph. / /
w(0) -
2
Y(ik) = Y(ik-1) + W(-1 k) * X(i-1, k-1) / / / /
A k %(0) x(1) X2) X(3)

/ X(@1.k) =X(@G-1,k-1) T_> Y(0,-1) Y(1,-1) Y(2,-1) Y(3,-1)
i

o

\ 3
3
w
\/

0

> W@k = W(@-1,k)

/
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Suche nach einer Timing-Funktion (Scheduling)

Zuordnung 7 : Operation — Ausfuhrungszeiten.
Bedingungenant:t: 72" — Z:

YueD : 7 (u )=0 und

Vu,veD : uabhangigvonv=1t(u)>1(v)

Y(0,2) Y(1,2) Y(2,2) Y(3,2)
Im Beispiel: Die w(2) 3\ 3 i 5
Berechnung von Y(2,2) g
wird eine Zeiteinheit
(Takt) nach den w(1) (1] € 3 4

. e/

Berechnungen von Y / /
(1,2) und Y(2,1) sowie ) , p
zwei Zeiteinheiten nach W) N D 2/
der Berechnung von Y / / / /
(1,1) ausgefihrt. k

T_» Y(0,-1) Y(1,-1) Y(2,-1) Y(3,-1)

i Timing-Funktion fur die Faltung

technische universitat = fakultat far © m. engel, p. marwedel, 25
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Suche nach einer Prozessorzuordnung

a: /" — Z™ mit Vx,y: a(x) = a(y)
T S 2 1(y)

z.B. V1, k: a(i, k) = (k, 0)
(i,k)

technische universitat = fakultat fur © m. engel, p. marwedel, 26
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Bestimmung von Verbindungen

FUr die Verzogerung
des Stroms der
Werte werden
Register benotigt.

= x-Werte: verzogerte
Weiterleitung in der
Diagonalen

= w-Werte: fest in
Prozessoren
gespeichert

» y-Werte: werden
unverzogert vertikal
weitergeleitet.

technische universitat
dortmund

und Registern

y0O
l Y(0,2) Y(1,2) Y(2,2) Y(3,2)
wi(2) w(2) 2 3 4 5
I / / /
Re .
& w(1) 1 2 3 4
w(l) e / / /
—=" w(0) 0 1 2 3
&~
Reg
k
T_» Y(0,-1) Y(1,-1) Y(2,-1) Y(3,-1)
w(0) i
I
x() ()
= fakultat fur © m. engel, p. marwedel,
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Ablauf (1)

y()
|

w(2)
Reg

w(l)
Reg

w(0)
x(C) ()

technische universitat " fakultat fir

dortmund | & informatik
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Ablauf (2)

y(
|
wi(2)
Reg
w(l)
Reg
x(0) x(0)*w(0)
w(0)
x(1) 1 I
x() (o)
technische universitat = fakultat far © m. engel, p. marwedel,
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Ablauf (3)

y()
l
wi(2)
Reg
x(0)*w(0)+0*w(1)
w(l)
x(0)
Reg X(1)*w(0)
x(1)
w(0)
x(2) | |
x() (o)
technische universitat = fakultat far © m. engel, p. marwedel,
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Ablauf (4)

y(
| x(0)*w(0)+0*w(1)+0*w(2)
wi(2)
Reg
x(0) x(1)*w(0)+x(0)*w(1)
w(l)
x(1)
Reg
x(2) x(2)*w(0)
w((0)
x(3) ] |
x() (9)
technische universitat = fakultat far © m. engel, p. marwedel,
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Ablauf (5)

X(OYW(O)+ 0wl 1)+ 0"wi 2
y(
| x(1)'w(0)+x(0)*w(1)
wi(2)
x(0)
ch * *
(1) X(2)"w(0)+x(1)*w(1)
w(l)
x(2)
Reg
%(3) X(3)"'W(0)
w((0)
x(4) | |
x() (9)
technische universitat = fakultat far © m. engel, p. marwedel,
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Ablauf (6) X(0)"W(0)+0*w(1)+0"w(2)
x(1)*w(0)+x(0)*w(1)

x(0) y‘l) X(2)*W(0)+x(1)*W(1)+x(0)*w(2)
wi(2)
X(1)
Reg X(3)*wW(0)+x(2)*w(1)
x(2)
w(l)
X(3)
Reg
x(4) x(4)*w(0)
w((0)
X(9) 1 |
x() (o)
technische universitat = fakultat far © m. engel, p. marwedel,
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X(0)*w(0)+0*w(1)+0*w(2
Ablauf (7) x(1)*W(0)+x(0)*w(1) |
X2)W(O)H(1) W)X (0 w(2) — —
U XE) WO W) (1) W(2)
w(2)
X(2)
Reg
X(3) X(4)W(0)+x(3)"w(1)
w(l)
X(4)
Reg
x(5) X(9)*w(0)
w((0)
X(6) T 1
x() (o)
s (4 GO o g o .



Weitere Arbeiten zu systolischen Feldern

Kung (ex-CMU), ,you just pump
the data through”; Gilt als ,Vater®
der systolischen Arrays.

Hat fruher vorhandenen Ansatzen
den Namen gegeben.

Monica Lam

Moldovan

Hartenstein/Kress

technische universitat = fakultat far © m. engel, p. marwedel,
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Rekonfigurierbare systolische Arrays

rDPA: reconfigurable data path arrays
Verallgemeinerung systolischer Arrays

Ersetzung der algebraischen

Synthesemethoden durch
Simulated annealing

Heuristisches Optimierungs-

verfahren fur komplexe
Probleme

Auch beim Chip-Layout
verwendet

Realisierung nicht gleichformiger

Strukturen moglich

Zickzack, Spiralen, fork/join "

technische universitat = fakultat fir
dortmund | & informatik

!

§ external Bus to Host and Main Memory

&‘fil Slatus acrj%‘r:e;;s
1 1 generation
unit rDPA
Q control
E unit
4 Y | registe
e - file
configuration
] rDPA
X . A X A X . A
Mi=(o0 %@-H——@H—@ﬂ*@-f opH
» é—(\—é.
» HopHHopHHopHHopH]—é f
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Rekonfigurierbare systolische Arrays

Beispiel:
X1l = x + dx;
ul =z - 3 * x * u * dx - 3 * y * dx;
yl =y + u * dx;
c = x1 < a;

R. Kress et al.: A Datapath Synthesis System for the

Reconfigurable Datapath Architecture; Asia and South
Pacific Design Automation Conference, ASP-DAC'95,
Makuhari, Chiba, Japan, 1995

technische universitat = fakultat far © m. engel, p. marwedel,
dortmund . % informatik informatik 12, 2011

- 37 -



Instruction systolic array (ISA)

Ursprung: Uni Kiel
(Schmeck,
Schimmler, Lang, Interface Processors
Schroder) North
Interface
Processors

do

EPem—m—— — =
l lT S i Communication
Interface _ ISA - Register
Processors West

Quelle: www.cs.umd.edu/class/spring2003/ cmsc838t/slides/reddyg.ppt

technische universitat = fakultat far © m. engel, p. marwedel,
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Instruction Systolic Array

Instructions

row selectors
wavefront instruction execution

column
selectors

=> fast accumulation operations (e.g. row sum, broadcast, ringshift)

technische universitat
dortmund

= fakultat fir
informatik
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Vorteil von ISA’s:
Ausfuhrung aggregierter Funktionen

= Row Broadcast C := C[WEST]
= Row Sum = C + C[WEST]

= Row Ringshift C := C[WEST]; C:=C[EAST]

— e

technische universitat fakultat far © m. engel, p. marwedel,
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Weiteres zu ISAs

= Weitere Infos
= |Interaktive Demos:

http://www.iti.fh-flensburg.de/lang/papers/isa/index.htm

technische universitat = fakultat far © m. engel, p. marwedel, piy./wwiti fh-flensburg.deflang/
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Realisierung von systolischen Arrays
mit FPGAs

Beispiele:
Systematische Implementierung von Walsh-Hadamard

Transformationen (verall. Fourier-Transformationen):
http://ww.ll.mit.edu/HPEC/agendas/proc02/ presentations/HPEC%20Day
%201/Session%202/2.4fang-new.ppt

Viterbi Decoder
Decodierung eines mit forward error correction
codierten Bitstroms

mit systolischen Algorithmus in FPGA realisiert:
http://academic.research.microsoft.com/Publication/1433687/fpga-
design-and-implementation-of-a-low-power-systolic-array-based-
adaptive-viterbi-decoder

Viele weitere Implementierungen
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Zusammenfassung

Prinzip von systolischen Arrays

Projektsmethode von Quinton zur systematischen
Erzeugung von systolischen Arrays

Rekonfigurierbare systolische Arrays
Schieben von Befehlen: instruction systolic array (ISA)

Realisierung von systolischen Arrays mit FPGAs
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