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Boolesche Funktionen

vielleicht schon bekannt  Aussagenlogik

Satz ist Aussage mit eindeutigem \Wahrheitswert
Wahrheitswerte  wahr, falsch

neue zusammengesetzte Aussagen
durch Verkniipfung von Aussagen

Verkniipfungen
» Negation (—, ,nicht")
» Konjunktion (A, ,und")
» Disjunktion (V, ,oder")
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Definition der Verkniipfungen

Seien A, B zwei Aussagen.
A | -A
falsch | wahr
wahr | falsch

A B ‘ ANB
falsch falsch | falsch
falsch  wahr | falsch
wahr  falsch | falsch
wahr  wahr | wahr

A B AV B
falsch falsch | falsch
falsch  wahr | wahr
wahr  falsch | wahr
wahr  wahr | wahr
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Boolesche Algebra

Definition 2

Wir nennen (B,U,N,” ) mit B ={0,1} und xUy = max{x, y},
xNy=min{x,y}, x =1 — x fiir alle x,y € B boolesche Algebra.

George Boole, englischer Mathematiker, 1815-1864

falsch < 0

wahr < 1

beobachte Entsprechungen: A & N
V < U

- N
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Rechengesetze

In der booleschen Algebra (B,U, N, ) gilt fiir alle x, y,z € B:
Kommutativitdat: xUy =y Ux, xNy =y Nx

Assoziativitdt: (xUy)Uz=xU (y U z),
(xNy)nz=xnN(yNz)

Distributivitat: x N (yUz) = (xNy) U (x N z),
xU(ynz)=(xUy)n(xUz)

Neutralelemente: xUQ0=x, xN1=x

Nullelemente: xU1l=1, xN0=0
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Rechengesetze Il

Satz 3 (cont.)

In der booleschen Algebra (B,U,N,™ ) gilt fiir alle x, y,z € B auch:

[dempotenz: x =xUx =xMNx
Involution: x =X = ——x

Absorption: (xUy)Nx=x, (xNy)Ux =x
Resolution: (xUy)N(XUy)=y, (xNy)U(XNy)=y
Komplementaritat: xU(yNy)=x, xN(yUy) = x

de Morgansche Regeln: xUy =xNy, xNy=XxUYy
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Beweis Absorption
(xUy)Nnx=x
linke Seite | rechte Seite
x y|xUy| (xUy)nx X
0 0 0 0 0
0 1 1 0 0
10 1 1 1
1 1 1 1 1
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Reprasentationen boolescher Funktionen

Seien n,m € N. Eine Funktion f: B" — B™ heiBt boolesche Funktion.

Notation ~ B"™ = Menge aller n-stelligen Tupel iiber B
Beispiel B2 = {(0,0),(0,1),(1,0), (1,1)}

Anzahl boolescher Funktionen

boolesche Funktion f: B™ — B™ als \Wertetabelle darstellbar
mit |B"] = 2" Zeilen
und B = 2" Moglichkeiten je Zeile

= 2m2n = 2m2" hoolesche Funktionen f: B" — B™

rink Beispiel 212" — 2% — 16 boolesche Funkt|onen f: B> =B
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Alle booleschen Funktionen f: B> — B
x|0 0 1 1 x |0 0 1 1
y |0 1 0 1 y |0 1 0 1
{0 0 O O/ Nullfkt. | 0 e, |1 0 0O 0| NOR
10 0 O 1| AND Al fio |1l 0 0 1] Aquiv. &
10 0 1 0 fir |1 0 1 O | Negation | -y
/0 0 1 1| Proj x || iz |1 0 1 1
fs{0 1 0 O fiz |1 1 0 0| Negation | —=x
e |0 1 0 1| Proj. Yyl a1l 1 0 1] Impl =
710 1 1 0] XOR @ As|1 1 1 0| NAND
g0 1 1 1|O0R V| figll 1 1 1] Einsfkt. 1
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Darstellung boolescher Funktionen

gerade gesehen
(Orientierung meistens wie hier)

X
0
0
1
1

bei fester Reihenfolge
fz:(0,1,1,0)

= O R Ok
O~ = O
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Index und Minterm
Index ‘ X y ‘ f7 ‘
0 0 0 | 0 | nicht einschlagig
1 0 1] 1| einschligig
2 1 0| 1 | einschlagig
3 1 1| 0 | nicht einschlagig

Definition
Die boolesche Funktion, fiir die nur der Index i einschlagig ist, heiBt
Minterm zum Index i.

Ein Minterm ist nur mit Negationen und Konjunktionen darstellbar:
0 ~X
X = ’
1 ~x
und dann Konjunktion all dieser Literale (= [negierte] Variable)
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Beispiel zu Index und Minterm
[ x| |
0 0 0 | 0 | nicht einschlagig
1 0 1 | 1 | einschlagig
2 1 0 | 1| einschlagig
3 1 1 | 0 | nicht einschlagig
Minterm zum Index 2 = (10)y, ma(x1,x2) = x1 A X2
Index ‘ X] X ‘ X1 Xo
In der Regel
0 0 o0 0 . .
abkiirzende Notation der
1 0 1 0 . .
5 1 0 1 Konjunktion, z.B.:
311 1] o0 AR %
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Normalformen

Fiir wie viele Eingaben liefert ein Minterm 17

fiir genau 1

Disjunktion aller Minterme zu einschlagigen Indizes einer
booleschen Funktion f ist wieder f

XOR-Verkniipfung aller Minterme zu einschlagigen Indizes einer
booleschen Funktion f ist wieder f
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Normalformen

» Die Darstellung von f als Disjunktion all ihrer Minterme zu
einschlagigen Indizes heiBt disjunktive Normalform (DNF).

» Die Darstellung von f als XOR-Verkniipfung all ihrer Minterme
zu einschligigen Indizes heiBt Ringsummen-Normalform (RNF).

Anmerkung  Normalformen sind eindeutig.

Index ‘ Xy ‘ f7 ‘ Minterm
0 0 00 |Xxy
Beispiel 1 0 1|1 |Xxy
2 1 0|1]|xy
3 1 1|0 | xy
DNFvon f7 Xy Vxy RNF von Xy @& xy
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Funktionale Vollstandigkeit

Beobachtung  jede boolesche Funktion f: B" — B nur mittels
Konjunktion, Disjunktion und Negation darstellbar
(z.B. durch ihre DNF)

Definition 5

Eine Menge F von booleschen Funktionen heit funktional
vollstandig, wenn sich jede boolesche Funktion durch Einsetzen und
Komposition von Funktionen aus F darstellen |&sst.

{A,V,—} ist funktional vollstandig.
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Funktionale Vollstandigkeit

Gibt es kleinere funktional vollstandige Mengen?

Behauptung  {V, =} und {A,—} sind beide
funktional vollstandig.

Beobachtung ~ Zum Beweis geniigt es zu zeigen,
dass {A,V,—} darstellbar ist.

Beweis.

Anwendung der de Morgan-Regeln (Satz 3)
xVy=xAy = {V} mit {A, -} darstellbar
xANy=xVy = {A} mit {Vv,—} darstellbar O
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Kleinste funktional vollstandige Mengen

Wie viele Funktionen fiir funktionale Vollstandigkeit mindestens?

{NAND} ist funktional vollstandig.

Beweis.
Es geniigt, {—, V} mit NAND darzustellen.
x | =x | NAND(x, x)

—x =NAND(x,x) 0] 1 1
1] 0 0
x V y = NAND(NAND(x, x), NAND(y, y))

V

x y|xVy|-x -y | NAND(NAND(x,x), NAND(y,y))
0 0 0
0 1

1 1 0

1 1 0 1

Fink 0 1 0 1 1
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Xy #X
W:—‘(xy)
xy = (=x) A (~y)
x y|xy|xy
0 O 1 1
0 1 1 0
1 0 1 0
1 1] 0 0
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Maxterme

Minterm-Darstellung betont Funktionswert 1.

Definition

Die boolesche Funktion, fiir die nur der Index i nicht einschlagig ist,
heiBt Maxterm zum Index 1.

Beobachtung  Definition Maxterm unterscheidet sich nur in ,,nicht"
von Definition Minterm

Beobachtung ~ m; Minterm zum Index /, M; Maxterm zum Index i
= M, =-m;

Beobachtung  Konjunktion aller Maxterme zu nicht einschlagigen
Indizes einer booleschen Funktion f ist wieder f
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Normalformen

Fortsetzung von Definition 8

» Die Darstellung von f als Konjunktion all ihrer Maxterme zu
nicht einschlagigen Indizes heiBt konjunktive Normalform (KNF).

Beispiel
Index | x 'y z | fosp | XVYyVZ | xVyVz | xVyVZz
0 0 0 0 1 1 1 1
1 0 0 1] 0 0 1 1
2 0 1 0] O 1 0 1
3 0 1 1] 0 1 1 0
4 1 0 0] 1 1 1 1
5 1 0 1] 1 1 1 1
6 1 1 0] 1 1 1 1
7 1 1 1] 1 1 1 1
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Darstellungen boolescher Funktionen

Wozu stellt man boolesche Funktionen dar?

> Realisierung
» Verifikation
> Fehleranalyse
» Synthese

> ...

Wo stellt man boolesche Funktionen dar?

» auf dem Papier
» im Computer

Probleme
» Wertetabelle, Wertevektor immer groB
» Normalformen oft groB

» Normalformen unterstiitzen gewiinschte Operationen kaum

Fink .- .
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Eine Datenstruktur fiir boolesche Funktionen

f: B" — B darstellen

zu einer Belegung x1, X2, ..., x, schnell den Funktionswert
f(x1,x2,...,x,) ausrechnen kdnnen

Funktionen schnell auf Gleichheit testen kdnnen

Funktionen schnell manipulieren (z. B. eine Variable konstant
setzen) konnen

schnell eine Null-Eingabe/eine Eins-Eingabe finden kénnen

Funktionen moglichst klein reprasentieren

rdered Binary Decision Diagrams

Fink
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OBDDs

Festlegen einer
(z.B. m = (x3, x1, X2, Xa))

1
Baue 7OBDD aus oder

Knoten mit Variablen, 0 oder 1 markiert

Kanten mit 0 oder 1 markiert

Variablen-Knoten mit je einer ausgehenden 0- und 1-Kante
Konstanten-Knoten ohne ausgehende Kante

genau ein Knoten ohne eingehende Kante

Kanten zwischen Variablenknoten beachten 7

und nach folgenden Regeln:

23
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7OBDD - Ein Beispiel

Variablenordnung 7 = (x1, x2, x3)
Auswertung (1,0, 1)
X1:1,X2:0,X3:]_

Fink
Rechnerstruktur)

24


http://www.uni-dortmund.de
http://ls12-www.cs.tu-dortmund.de/~fink/

technische universitat
dortmund

7OBDD-GroBe

gleichartige Senken

Fink
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7OBDD-GroBe

gleichartige Knoten

Fink
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7OBDD-GroBe

Knoten ohne Einfluss

Fink
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7OBDD-GroBe

Knoten ohne Einfluss

Fink
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7OBDD-GroBe

Knoten ohne Einfluss

X3

Fink
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Alternative Darstellung eines TOBDDs
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OBDD-Reduzierung

Die erschopfende Anwendung der

» Verschmelzungsregel ,,Knoten mit gleicher Markierung und
gleichen Nachfolgern kénnen verschmolzen werden" und

» Eliminationsregel ,Ein Knoten mit gleichem Null- und
Einsnachfolger kann entfernt werden"

in beliebiger Reihenfolge fiihrt zum reduzierten 1OBDD.

reduziert = minimale GroBe und eindeutig
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