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6.1 Einleitung & Strukturierter Entwurf

Was bedeutet Optimierung?

bestmogliche Losung finden

Losungen finden
beweisen, dass es keine bessere gibt

In RS sehen wir das nicht ganz so streng
Wir wollen zu einem besseren Entwurf kommen
nicht zwingend zum optimalen Entwurf,
da es haufigkonkurrierende Ansatze gibt
die sich zum Teil auch widersprechen

—> Strukturierter Entwurf

technische universitat " fakultat fir
dortmund informatik



6.1 Einleitung & Strukturierter Entwurf

Strukturierter Schaltnetz-Entwurf

Schaltnetz-Entwurf bisher
ad hoc
Normalformen

Wunsch
Systematisierung
Strukturierung

Hoffnungen
einfacher zu guten Entwdurfen
Schaltnetze verstandlicher
Schaltnetze besser verifizierbar
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6.1 Einleitung & Strukturierter Entwurf

Systematisierung Schaltnetz-Entwurf

Grundidee
gute Schaltnetze als Komponenten wiederverwenden
bereits angewendet:
bei allen Addierern HA verwendet
HA zur Bestimmung ob Ubertrag generiert oder weitergegeben
wird

: Kann man VA sinnvollaus HA bauen?
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6.1 Einleitung & Strukturierter Entwurf

Noch einmal zum Volladdierer

Wir wollen Volladdierer aus Halbaddierern bauen (Wiederverwendung)

VA

"Calt + x + y"

Calt

[ N N = I e B e

[ N« E s T S Y = T e T P
_ O R O R O R O
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_ O O R O R = OW
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6.1 Einleitung & Strukturierter Entwurf

Noch einmal zum Volladdierer

Einsatz eines Halbaddierers
berechnetx + y

VA HA

"Calt + x +y" "x +y"

Calt X oy c s | Ac  As
0 0 O 0 0 0 0
0 0 1 0 1 0 1
0 1 0 0 1 0 1
0 1 1 1 0 1 0
1 0 0 0 1 0 0
1 0 1 1 0 0 1
1 1 0 1 0 0 1
1 1 1 1 1 1 0
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6.1 Einleitung & Strukturierter Entwurf

Noch einmal zum Volladdierer

Einsatz eines Halbaddierers
berechnet c unds ohne existierenden Ubertrag korrekt
berechnet c unds mit existierendem Ubertrag fastimmer falsch

VA HA

"Calt + x +y"  "x + y"

Calt X y c S Ac As
0 o 0| 0 o0 0 0
0 0 1 0 1] 0 1
0 1 0 0 1| 0 1
0 1 1| 1 0] 1 0
1 0 o 0 1/0 0O
t o0 11 of0 1
1 1 0| 1 0] O 1
1 1 1| 1 1] 1 0
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6.1 Einleitung & Strukturierter Entwurf

Noch einmal zum Volladdierer

Einsatz eines weiteren Halbaddierers
berechnet Calt + As

VA HA HA

"Calt + x + y" "X + y" "Calt + As"

As Bc Bs

e
a

Calt

e e = = N -

—_ = OO R R O O R
= = e = T T = N A
_R R O R O O On
_ O O R O R R Olwv
_ O O O R O O o
© B R O O R =k O
S = = O O O O O
SR o T < T S G e T S S S
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6.1 Einleitung & Strukturierter Entwurf

Noch einmal zum Volladdierer

Einsatz eines weiteren Halbaddierers
berechnet c unds ohne existierenden Ubertrag fast korrekt
berechnet c unds mit existierendem Ubertrag fast korrekt

VA HA HA

"Calt + x + y" "X+ y" "Calt + As"

Calt x y c s | Ac As Be Bs
0 o 0| 0 o]0 O] 0 O
0 o 1/ 0 1[0 1|0 1
0 1 0| 0 1] 0 1 | o 1
0 1 1] 1 ol 1 ol o o
1 o ol o 1/l0 o o0 1
1 0 1| 1 o0} 0 1 1 0
1 1 o] 1 o|lo0o 1|1 o0
1 1 1] 1 111 o | o 1
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6.1 Einleitung & Strukturierter Entwurf

Noch einmal zum Volladdierer

Ubertrag der Gesamtsumme entsteht, wenn mindestens einer der beiden
Halbaddierer einen Ubertrag erzeugt: Ac bzw. Bc

VA HA HA

"Calt + x +y"  "x + y" "Calt + As"

Calt X y c s | Ac As Bc Bs
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 1 0 1 0 1
0 1 0 0 1 0 1 0 1
0 1 1 1 0 1 0 0 0
1 0 0 0 1 0 0 0 1
1 0 1 1 0 0 1 1 0
1 1 0 1 0 0 1 1 0
1 1 1 1 1 1 0 0 1
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6.1 Einleitung & Strukturierter Entwurf

Noch einmal zum Volladdierer

Fligen wir die Verkntpfungvon Ac bzw. Bc als Disjunktion (mindestens einer
der Ubertrage muss erzeugt worden sein) hinzu

VA HA HA
"Calt + x + y" "X+ y" "Calt + As"

Calt X y C s | Ac As Be Bs Ac v Be
0 o 0| 0 o]0 O] 0 O 0
0 o 1/ 0 1[0 1|0 1 0
0 1 0| 0 1] 0 1 | o 1 0
0 1 1] 1 ol1 ol o o )
1 o0 o o0 1|0 0|0 1 0
1 0 1| 1 o0} 0 1 1 0 1
1 1 ol 1 olo 1|1 o .
1 1 1|1 11 0| o 1 )
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6.1 Einleitung & Strukturierter Entwurf

Noch einmal zum Volladdierer

VA HA HA
"Calt + x +y"  "x + y" "Calt + As”
Calt X y Ac As Bc Bs
0 0 0 0
0 0 1 1
0 1 0 1
0 1 1 0
1 0 0
1 0 1
1 1 0
1 1 1
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6.1 Einleitung & Strukturierter Entwurf

Strukturierter Volladdierer

Galt

Ad-Hoc Volladdierer aus 5.2
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6.1 Einleitung & Strukturierter Entwurf

Strukturierter Volladdierer

" Cout
HA >1 c
[ya— S Cout
HA
Galt > S
Eigenschaften
Grolle 5
Tiefe 3
Erinnerung ; GrolBe 2, Tiefe 1
Erinnerung” “ . Grolke 5, Tiefe 3

- immerhin nichts verloren im Vergleich zum sorgfaltigen “ad hoc-Entwurf”
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6.1 Einleitung & Strukturierter Entwurf

Strukturierter Multiplexer

Die Idee eines strukturierten Entwurfs eines Volladdierers
* wir haben Halbaddierer
* bauenwir darauseinen Volladdierer

ubertragen wir nun auf die Multiplexer:
* wir haben einen MUX,
* bauenwir daraus einen MUX,
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6.1 Einleitung & Strukturierter Entwurf

Multiplexer

Erinnerung vereinfachte Wertetabelle

y1 | MUX(y1,%9,%1)

0 Xo

1 X1

Y1 MUX(y1,%¢,%1)

=
[N

=
o

normale (ausfiihrliche) Wertetabelle

e = U = T < T < B
S O« T < S = G S G o B
(SO < T = S o T = G e S = S
N N = T = = S e N =
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6.1 Einleitung & Strukturierter Entwurf

Multiplexer

reduziertes Schaltnetz durch Anwendungder Resolution

/1 X1 Xo MUX(y4,%0,%1)
0 0 0 0
0 0 1 1
0 1 0 0 “
0 1 1 1 &
1 0 0 0 X0 > 1 — MUX(yq,x0,%1)
0 1 0 &
1 1 0 1 J)_
1 1 1 1

1

_+
Y1
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6.1 Einleitung & Strukturierter Entwurf

Strukturiert zum Schaltnetz fiir MUX,

Y1 Y2 MUX(y1,¥2,%0, X1, X2, X3)
0 0 Xo
0 1 X1
1 0 X5
1 1 X3

Y2 = 0= MUX, (Y1, Y2, X0, X1, X2, X3) € {x0, X2}
}/2 =1 = MUXZ(yll er X0, X1, X2, x3) = {xlr xB}

ein MUX, wahlt mittels y, aus {xg, x1}
ein MUX; wahlt mittels y, aus {x;, x3}
ein MUX,;wahltmittels y; aus den Ergebnissen

technische universitat " fakultat fir
dortmund informatik



6.1 Einleitung & Strukturierter Entwurf

Strukturierter MUX,

X0 —

MUX4
X1

1
MUX:1  — MUX2(yq,¥2, X0, ..) X3)

X2

MUX;
X3

Y2 1
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6.1 Einleitung & Strukturierter Entwurf

MUX(YV1, V2, V3, Va4, X0, X1, X2, ) X15)

2
=
=2
N
=2
w
=

Strukturierter MUX,
wir haben einen
MUX
bauen wir daraus
einen MUX,4

P P P P P P P P O O O O O O O O

P P P P O O O O F P P B O O O O

P P O O P P O O P kP O O L B O O

P O B O P O P O P O FRP O FRP O B, O
ook
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6.1 Einleitung & Strukturierter Entwurf

Strukturiert MUX, Y1 Y2 | Y3 Ya| MUX(Y1,Y2, Y3, Vs X0, X1, X2, ) X15)
wir haben einen o 0 |0 O Xo
MUX, o o0 |0 1 X4
bauen wir daraus o 0 |1 O X2
einen MUX, o 01 1 X3
o 1 (o o X,
o 1 (o 1 Xe
* (y3,¥4)=(0,0) = c 1)1 0 Xg
MUX4() & {XO, X4, x8,xlz} 0 1 1 1 X7
1 0 |0 0 x
° (y31 3’4) = (011) = 1 0 0 1 xz
MUX4("') E {xll xSJ xg) x13} 1 0 1 0 xlO
* (y31 y4) =(1,0) = 1 0 (1 1 X11
MUX,(...) € {x3, X6, X10,X14} 1 1 |0 © X1
1 1 |0 1
© (y3,06)=(L1) = AR D iy
MUX,(...) € {x3, X7,X11,X15} H
1 1 |1 1 Xqe
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6.1 Einleitung & Strukturierter Entwurf

Strukturiert MUX, X o @—
4 MUX, L mwx,
. . . 2
wahlen4 Eingange  x; e—
—
4 3us 16
1 MUX, j‘(“ —
. . 5 @
wahlt Ergebnis xs oo, MUX2
X7 —
1aus4é B )
1 " vmux,
Xg 8— —>
Xo 1 nmux, —>
XlO._
X 118—
L—1—¢
o
X 128——
X130 pux,
X 140——
XlS._
e
I L 9 @
Y3V ViV
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6.1 Einleitung & Strukturierter Entwurf

Strukturiert MUX, 4
X0 —
MUXy4
Xod_1 ——
Yd+1”'}’2d
Xod ——
MUXy
Xod+1_q
)/d+1- '_.}’Zd
(2d-1)2d —
MUXy4
X22d_1 —
Yd+1.“)/2d

— MUX2d(y1, . Y2d,X0)-r Xp2d _1)

tu
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6.1 Einleitung & Strukturierter Entwurf

Zur Realisierungeines
MUX,4 werden 29+1 MUX
benotigt.

Strukturiert MUX, 4
X0 —
MUX4
Xod_1 —
Yd+1m)/2d
Xod —
MUXy
Xod+1_1
Yd+1 ...Y2d
(2d_1)2d —
MUX4
X22d_1 —
}/d+1m)/2d
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6.1 Einleitung & Strukturierter Entwurf

Strukturierter Entwurf

Vorteile des strukturierten Entwurfs
bietet ein einfaches Grundprinzip
auch komplexe Schaltnetze sind intuitiv korrekt
bietet schnelle Vorgehensweise

Nachteile des strukturierten Entwurfs
entstehende Schaltnetze sind grol$
bereits berechnete Werte werden in der Regel nicht
wiederverwendet, da sie vom Konstruktionsprinzip nicht erkannt
werden
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6. Optimierung von Schaltnetzen

6. Optimierung von Schaltnetzen

1. Einleitung & Strukturierter Entwurf /
Algebraische Vereinfachung
KV-Diagramme
Algorithmus von Quine/McCluskey

Unvollstandig definierte Funktionen

o v kA w

Hazards
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6.2 Algebraische Vereinfachung

Entwurf kleiner Schaltnetze

Vorsicht

Normalformen (DNF, RNF, KNF) direkt in

Schaltnetz umsetzbar

dabeijede Variable hochstens einmal negieren

Wir zahlen Negationsgatter nicht mehr.
flurgroRe Schaltnetze nicht wesentlich

SchaltnetzgrofRe b 2 Anzahl Minterme/Maxterme + 1

aquivalenter kleinerer boolescher Ausdruck
fuhrt zu kleinerem Schaltnetz

Kleinerer Ausdruckist keine Normalform mehr!

technische universitat " fakultat fir
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6.2 Algebraische Vereinfachung

Algebraische Vereinfachungen
Rechengesetze flir boolesche Algebra (Satz 3)
f : {0,1}4 - {0,1} mit Wertevektor
0,24b°6,8,9,10, 11

Minterm zu i ist Funktion m; : {0,1}* - {0,1} mit
m; (X1, X2,%3,%X4) = 19 (X1, X2,X3,X4)2 = 1

my (xll X2,X3, x4) — ;1 X—Z X3;4
X1 Xp X3 X4 =1
S (xg =0) A (x2=0) A (x3=1) A (x4 =0)

& (X1, X2,X3,X4)2 = 2
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6.2 Algebraische Vereinfachung

Algebraische Vereinfachungen

f: {0,1}* - {0,1} mit Wertevektor (1,0,1,0,1,0,1,0,1,1,1, 1,0, 0,0, 0)

f(x1,x2,x3,%4) = X1 X2 X3%X4 V X1 X2X3%Xs V X1X2X3Xs V X1X2X3Xg
V X X3 X3 %a V X1 X5 X364 V X1 X5Xs¥s V X XgX3%y

(ohne Negationen) 8+1=9

Wie kdonnen wir das verkleinern?

XiXjV XiXj = Xj
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6.2 Algebraische Vereinfachung

Algebraische Vereinfachungen

f: {0,1}* - {0,1} mit Wertevektor (1,0,1,0,1,0,1,0,1,1,1, 1,0, 0,0, 0)

f(xq,%0,X3,X4) = X{ X5 X3 X4 V XqX3X3Xsq V X1XpX3 Xg V X1X2X3X4
V xlx_zx_gx_4 V xlx_zx_3x4 V X1X_29C3x_4 V X1X_2x3X4

f(x1)x2)x3;x4-) — 142 A4 V...

(ohne Negationen) 7+1=8
Wie konnen wir das verkleinern?

XiXjV XiXj= Xj
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6.2 Algebraische Vereinfachung

Algebraische Vereinfachungen

f: {0,1}* - {0,1} mit Wertevektor (1,0,1,0,1,0,1,0,1,1,1, 1,0, 0,0, 0)

f(xq,%0,X3,X4) = X{ X3 X3 X4 V X1 X3X3Xgq V X XpX3Xsg V X1X3X3X4
V xlx_zx_gx_4 V xlx_zx_3x4 V X1X_29C3x_4 V X1X_2x3X4

fx1,x2,%3,X4) = X1 X3 Xq V X1X2X4 V ...

(ohne Negationen) 6+1=7
Wie konnen wir das verkleinern?

XiXjV XiXj= Xj
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6.2 Algebraische Vereinfachung

Algebraische Vereinfachungen

f: {0,1}* - {0,1} mit Wertevektor (1,0,1,0,1,0,1,0,1,1,1, 1,0, 0,0, 0)

f(xl,xz,x3,x4) = X1 X2 X3 X4 V X4 X2X3X4 V X1X2X3 X4 V x_lexgﬂ
V xlx_zx_gx_4 V X1X_2X_3X4 V X1X_29C3x_4 V X1X_2x3X4

f(xq,%0,X3,X4) = X{X3Xq V X1X3 X4 VX1X3 X3V ...

(ohne Negationen) 5+1=6
Wie konnen wir das verkleinern?

XiXjV XiXj= Xj
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6.2 Algebraische Vereinfachung

Algebraische Vereinfachungen

f: {0,1}* - {0,1} mit Wertevektor (1,0,1,0,1,0,1,0,1,1,1, 1,0, 0,0, 0)

f(xl,xz,x3,x4) = X1 X2 X3 X4 V X4 X2X3X4 V X1X2X3 X4 V x_lexgﬂ
V xlx_zx_gx_4 V xlx_zx_3x4 V Xlx_z.X3x_4 V X1X_23C3X4

f(xq,%0,X3,X4) = X1 X3Xg V X1X3 X4 VX1X3 X3V X1X2X3 V ...

(ohne Negationen) 4+1=5
Wie konnen wir das verkleinern?

XiXjV XiXj= Xj
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6.2 Algebraische Vereinfachung

Algebraische Vereinfachungen

f: {0,1}* - {0,1} mit Wertevektor (1,0,1,0,1,0,1,0,1,1,1, 1,0, 0,0, 0)

f(x1,X2,X3,X4) =X1 X3 X4 V X1X2 X4 V X1X3 X3 V X1X2X3

(ohne Negationen) 4+1=5
Wie konnen wir das verkleinern?

XiXjV XiXj= Xj
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6.2 Algebraische Vereinfachung

Algebraische Vereinfachungen

f: {0,1}* - {0,1} mit Wertevektor (1,0,1,0,1,0,1,0,1,1,1, 1,0, 0,0, 0)

f(x1,%2,%3,%4) =X1 X3 X4 V X1x3 X4 V X1X3 X3 V X1X2X3
f(xl,xZ,xS,X4) =x_1x_4 V ...

(ohne Negationen) 3+1=4
Wie konnen wir das verkleinern?

XiXjV XiXj= Xj
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6.2 Algebraische Vereinfachung

Algebraische Vereinfachungen

f: {0,1}* - {0,1} mit Wertevektor (1,0,1,0,1,0,1,0,1,1,1, 1,0, 0,0, 0)

f(x1,X2,X3,X4) =X1 X3 X4 V X1X3 X5 V X1X3 X3 V X1XX3

f(xl,xZ,X3,X4) :x_lx_4 % xlx_z

(ohne Negationen) 2+1=3
Wie konnen wir das verkleinern?
XiXjV XiXj= Xj

Grolle9 — 3 aberrecht schwierig
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6. Optimierung von Schaltnetzen

1. Einleitung & Strukturierter Entwurf /
2. Algebraische Vereinfachung %

4. Algorithmusvon Quine/McCluskey
5. Unvollstandigdefinierte Funktionen

6. Hazards
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6.3 KV-Diagramme

KV-Diagramme

entwickelt von
Maurice Karnaugh (1953)
Edward W. Veitch (1952)

KV-Diagramme
sind systematischer,anschaulicher und

bieten einen viel Ubersichtlicheren Weg, um Funktionen
f:{0,1}3 - {0,1}und f:{0,1}* - {0,1}
zu vereinfachen

aber  schon fiir f:{0,1}> - {0,1} unibersichtlich

darumvor allem im wichtig.
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6.3 KV-Diagramme

KV-Diagramme
Mittels eines KV-Diagrammes lasst sich jede disjunktive Normalform in

einen disjunktiven logischen Ausdruck umwandeln
disjunktiver logischer Ausdruckist minimal

Vorgehensweise
Erstellen einer Funktionstabelle
Ableitung der DNF
Umwandlungder DNF in ein KV-Diagramm
Auffinden von Strukturen, die zur minimalen Disjunktionen fihren.

Dieser Schritt basiert auf der Resolution

technische universitat " fakultat fir
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6.3 KV-Diagramme

KV-Diagramm fiir f:{0,1}* - {0, 1}

Besonderheit
Kanten sind mit Variablen
beschriftet
jede Variable verfigt Gber eine
Zeile/Spalte fir Variable und
negierte Variable

, d.h.

Variablenbelegungen
unterscheiden sich nurin
Stelle

technische universitat " fakultat fir
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00
01
X3 X4

11

10

00

X1 X2

01

11
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6.3 KV-Diagramme

KV-Diagramm fiir f:{0,1}* - {0, 1}
Nachbarschaften,d.h. Variablenbelegungen unterscheidensich nur

in einer Stelle

00

00

| 000

11

X3 X4

10
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6.3 KV-Diagramme

KV-Diagramm fiir f:{0,1}* - {0, 1}
Nachbarschaften,d.h. Variablenbelegungen unterscheidensich nur

in einer Stelle

X1 X2
o0 01 11 10
00
01
X3 X4
1 99®
10
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6.3 KV-Diagramme

KV-Diagramm fiir f:{0,1}* - {0, 1}
Nachbarschaften,d.h. Variablenbelegungen unterscheidensich nur

in einer Stelle

X1 X2
060 01 11 10
00
01
X3 X4
1 000
10
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6.3 KV-Diagramme

KV-Diagramm fiir f:{0,1}* - {0, 1}
Nachbarschaften,d.h. Variablenbelegungen unterscheidensich nur

in einer Stelle

X1 X2
01 11 10

00

@0 |©

11

X3 X4

10

Hinweis: Nachbarschaften sind zyklisch

-tU technische universitat " fakultatfar
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6.3 KV-Diagramme

KV-Diagramm fiir f:{0,1}* - {0, 1}
Nachbarschaften,d.h. Variablenbelegungen unterscheidensich nur

in einer Stelle

X1 X2
00 01
00
@ @
X3 X4
11
10

Hinweis: Nachbarschaften sind zyklisch

-tU technische universitat " fakultatfar
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6.3 KV-Diagramme

KV-Diagramm fiir f:{0,1}* - {0, 1}
Nachbarschaften,d.h. Variablenbelegungen unterscheidensich nur

in einer Stelle

X1 X2
060 01 11 10

- 00O
'@

11

1@

Hinweis: Nachbarschaften sind zyklisch

X3 X4

-tU technische universitat " fakultatfar
dortmund informatik



6.3 KV-Diagramme

KV-Diagramm fiir f:{0,1}* - {0, 1}
Nachbarschaften,d.h. Variablenbelegungen unterscheidensich nur

in einer Stelle

X1 X2
00 01 11 10

o] 1@

01

X3 X4
[ @
- 00®

Hinweis: Nachbarschaften sind zyklisch

-tU technische universitat " fakultatfar
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6.3 KV-Diagramme

KV-Diagramm fiir f:{0,1}* - {0, 1}
Nachbarschaften,d.h. Variablenbelegungen unterscheidensich nur

in einer Stelle

X1 X2
00 01 11 10

@0 ®
'@

11

@

Hinweis: Nachbarschaften sind zyklisch

X3 X4

-tU technische universitat " fakultatfar
dortmund informatik



6.3 KV-Diagramme

KV-Diagramm fiir f:{0,1}* - {0, 1}
Nachbarschaften,d.h. Variablenbelegungen unterscheidensich nur

in einer Stelle

X1 X2
o0 01 11 10

: C

01

X3 Xa
: o
NORC

Hinweis: Nachbarschaften sind zyklisch

-tU technische universitat " fakultatfar
dortmund informatik



6.3 KV-Diagramme
KV-Diagramm fiir f:{0,1}* - {0, 1}

f: {0,1}* - {0, 1} mit Wertevektor (1,0,1,0,1,0,1,0,1,1,1,1,0, 0, 0, 0)
(Beispielfunktion wie bereits gesehen)

technische universitat " fakultat fir
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6.3 KV-Diagramme
KV-Diagramm fiir f:{0,1}* - {0, 1}

f: {0,1}* - {0, 1} mit Wertevektor (1,0,1,0,1,0,1,0,1,1,1,1,0, 0, 0, 0)
(Beispielfunktion wie bereits gesehen)

X1 X3 X3 X4 f(xqy, ., x4)
000 O 1
10 1 1 1
11 1 1 0
technische universitat = fakultit fir

dortmund informatik



6.3 KV-Diagramme

KV-Diagramm fiir f:{0,1}* - {0, 1}

f: {0,1}* - {0, 1} mit Wertevektor (1,0,1,0,1,0,1,0,1,1,1,1,0, 0, 0, 0)
(Beispielfunktion wie bereits gesehen)

X1 X2
X1 X3 X3 X4 f(xg, e, X4) 00 0l 11 10
O 0 0 O 1 00
10 1 1 1 01
. . X3 X4
11 1 1 0 1
10

Was fallt bei der Variablenbelegungauf? Warum ist das so?

technische universitat " fakultat fir
dortmund 1 % informatik



6.3 KV-Diagramme
KV-Diagramm fiir f:{0,1}* - {0, 1}

f: {0,1}* - {0, 1} mit Wertevektor (1,0,1,0,1,0,1,0,1,1,1,1,0, 0, 0, 0)
(Beispielfunktion wie bereits gesehen)

X1 X2
X1 %y X3 Xg|  f(Xp e xs) N 00\ 01 11 10
0 0)0 0 1 00
10 1 1 1 01
: . X3 X4

11
11 1 1 0

10
technische universitat = fakultit fir

dortmund informatik



6.3 KV-Diagramme
KV-Diagramm fiir f:{0,1}* - {0, 1}

f: {0,1}* - {0, 1} mit Wertevektor (1,0,1,0,1,0,1,0,1,1,1,1,0, 0, 0, 0)
(Beispielfunktion wie bereits gesehen)

X1 X2

X1 Xy X3 Xy f(xl,...,x4) \: 00 01 11 i
0 00 o) 1 @ — 1 1 S

: : I8 .
10 1 1 1 01

: . X3 X4
11 1 1 0 11

10

technische universitat = fakultit fir

dortmund , informatik



6.3 KV-Diagramme
KV-Diagramm fiir f:{0,1}* - {0, 1}

f: {0,1}* - {0, 1} mit Wertevektor (1,0,1,0,1,0,1,0,1,1,1,1,0, 0, 0, 0)
(Beispielfunktion wie bereits gesehen)

X1 X2
X1 X X3 X4 f(xqg, o, xq) \_ 00 01 11 10
TN —— ;\
0 0.0 0) 1 @* 1 S
: : I .
10 1 1 1 01
: . X3 X4
11 1 1 0 11
10
technische universitat = fakultit fir

dortmund , informatik



6.3 KV-Diagramme

KV-Diagramm fiir f:{0,1}* - {0, 1}

f: {0,1}* - {0, 1} mit Wertevektor (1,0,1,0,1,0,1,0,1,1,1,1,0, 0, 0, 0)
(Beispielfunktion wie bereits gesehen)

X1 X2
X1 Xp X3 X4 f(xq1, . xy) 00 01 11 10
O 0 0 O 1 00 1 ‘ ‘l

11 1 1 0 < _—
R

technische universitat " fakultat fir
dortmund informatik




6.3 KV-Diagramme

KV-Diagramm fiir f:{0,1}* - {0,1}

f: {0,1}* - {0, 1} mit Wertevektor (1,0,1,0,1,0,1,0,1,1,1,1,0,0, 0, 0)

(Beispielfunktion wie bereits gesehen)
X1 X2

00 01 /11y 10

X1 Xy X3 X4 f(xqg, o, xq)

O 0 0O O 1 00 | 1

01

o B
1 1.4 0 ﬂ'oﬂl_/>

10

technische universitat " fakultat fir
dortmund informatik



6.3 KV-Diagramme

KV-Diagramm fiir f:{0,1}* - {0, 1}

f: {0,1}* - {0, 1} mit Wertevektor (1,0,1,0,1,0,1,0,1,1,1,1,0,0, 0, 0)

(Beispielfunktion wie bereits gesehen)
X1 X2

060 01 11 10

X1 Xy X3 X4 f(xqg, o, xq)

0000 1 ol 1| 1] 0] 1
1 0 1 1 1 01 0 0 0 1
X3 X4
11 1 1 0 11 0 0 0 1
10 | 1 1 0 1
technische universitat = fakultit fir

dortmund 1 % informatik



6.3 KV-Diagramme

KV-Diagramm fiir f:{0,1}* - {0, 1}

f: {0,1}* - {0, 1} mit Wertevektor (1,0,1,0,1,0,1,0,1,1,1,1,0,0, 0, 0)

(Beispielfunktion wie bereits gesehen)
X1 X2

X1 Xy X3 X4 f(xqg, o, xq) 00 01 11 10

00000 1 0| 1| 1 1

10 1 1 1 01 1

. X3 X4

11 1 1 0 11 1
Nullen weglassen 10 | 1 1 1
fur mehr

technische universitat = fakultit fir

dortmund , informatik



6.3 KV-Diagramme

KV-Diagramm fiir Beispielfunktion f:{0,1}* - {0,1}

X1 X2
c0 01 11 10
00 1 1 1
01 1
X3 X4
11 1
10 1 1 1

alle groBten Rechtecke mit Zweierpotenzlange.

technische universitat " fakultat fir
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6.3 KV-Diagramme
KV-Diagramm fiir Beispielfunktion f:{0,1}* - {0,1}

X1 X2
060 01 11 10

00 | 1 1
01
X3 X4
11
10 | 1 1

alle groBten Rechtecke mit Zweierpotenzlange.

technische universitat " fakultat fir
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6.3 KV-Diagramme

KV-Diagramm fiir Beispielfunktion f:{0,1}* - {0,1}

X1 X2
N, 00 01 11 10
oo|1 1
01
X3 X4
11

10|1 1\

Suche alle groRten Rechtecke mit Zweierpotenzlange.

-tLJ technische universitat " fakultat fir
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6.3 KV-Diagramme

KV-Diagramm fiir Beispielfunktion f:{0,1}* - {0,1}

X1 X2
00 01 11
00 |} 1 1
01
X3 X4
11
10 1 1

alle groBten Rechtecke mit Zweierpotenzlange.

technische universitat " fakultat fir
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6.3 KV-Diagramme

KV-Diagramm fiir Beispielfunktion f:{0,1}* - {0,1}

X1 X2
00 01 11
00 |} 1 1
01
X3 X4
11
10 1 1

alle groBten Rechtecke mit Zweierpotenzlange.

flrjedes Rechteck passendes Monom.

technische universitat " fakultat fir
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6.3 KV-Diagramme

KV-Diagramm fiir Beispielfunktion f:{0,1}* - {0,1}

X1 X2
- 00 01 11
x1=1,x,=0 = x; x5
00 1 1 1 2 142
01
X3 X4
11
10 1 1

alle groBten Rechtecke mit Zweierpotenzlange.

flrjedes Rechteck passendes Monom.

technische universitat " fakultat fir
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6.3 KV-Diagramme

KV-Diagramm fiir Beispielfunktion f:{0,1}* - {0,1}

X1 X2
00 01 11
x1=1,x,=0 = x; x5
oo Il 1 1 1 2 1 X2
01 x1 =0,x4 =0 = X1 X4
X3 X4
11
10 1 1

alle groBten Rechtecke mit Zweierpotenzlange.

flrjedes Rechteck passendes Monom.

technische universitat " fakultat fir
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6.3 KV-Diagramme

KV-Diagramm fiir Beispielfunktion f:{0,1}* - {0,1}

X1 X2

00 01 11
x1=1,x,=0 = x; x5
oo Il 1 1 1 2 1 X2
01 x1 =0,x4 =0 = X1 X4

X3 X4
11 Xo=0,x,=0 2Xx,Xx,4
10 1 1

alle groBten Rechtecke mit Zweierpotenzlange.

flrjedes Rechteck passendes Monom.

technische universitat " fakultat fir
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6.3 KV-Diagramme

KV-Diagramm fiir Beispielfunktion f:{0,1}* - {0,1}

X1 X2
N, 00 01 11 10
x1=1,x,=0 = x; x5
oo Il 1 . 1 2 1 X2
01 x1 =0,x4 =0 = X1 X4
X3 X4
11

Xo=0,x,=0 2Xx,Xx,4

10‘1 1\

alle groBten Rechtecke mit Zweierpotenzlange.

flrjedes Rechteck passendes Monom.

alle Einsen durch sparsame Rechteckauswahl ab.

technische universitat " fakultat fir
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6.3 KV-Diagramme

KV-Diagramm fiir Beispielfunktion f:{0,1}* - {0,1}

X1 X2
N, 00 01 11 10
01| 1
01
X3 X4
11

10‘1 1\

X]_:l,xZ:O :>X1x_2
x1=0,x4=O =>x_1x_4
Xo=0,x,=0 2Xx,Xx,4

f(xq,%0,%3,%4) = X1 X3 V X1 Xy

alle groBten Rechtecke mit Zweierpotenzlange.

furjedes Rechteck passendes Monom.

alle Einsen durch sparsame Rechteckauswahl ab.

f als Disjunktion der korrespondierenden Monome.

technische universitat " fakultat fir
dortmund 1 % informatik



6.3 KV-Diagramme

Einordnung KV-Diagramme

Was leisten KV-Diagramme?

Beobachtung  Wirlosen mit KV-Diagrammen ein Problem, das wir
noch gar nicht definiert haben.

klar Wir holen das jetzt nach.

vorab Begriffsfestlegungen

 Variable Beispiele xq1,X5,X3,...

* Literale Variableund Negationen Beispiele Xxq1,X1,X2,X2,...
* Monom Konjunktion einiger Literale Beispiele X1X3X4,X>

*  Polynom Disjunktion einiger Monome Beispiel

X_1X3\/ Xz\/ X4 Xs

-tLj technische universitat " fakultatfar
dortmund informatik



6.3 KV-Diagramme

Weitere Begriffsdefinitionen

Wir haben schon Variable, Literal, Monom, Polynom.

Monom m mit folgender Eigenschaft:
Vxe{0,1}":m(x)=1= f(x) =1

Monom (auch Minterm) eines Polynoms fur f

Monom m’, fir das m Implikant ist
X1X5 ist Verkirzungvon x1Xx3

X5 ist Verklirzungvon x;x3

technische universitat " fakultat fir
dortmund informatik



6.3 KV-Diagramme

Weitere Begriffsdefinitionen

Monom m’, das Verkiirzung
von m ist und echt weniger Literale enthalt

X5 ist echte Verkirzungvon x;x3

Implikant von f, fir den es keine echte
Verkiirzung gibt, die auch Implikant von f ist

X5 X3 ist Primimplikantvon x; V X3, x3

technische universitat " fakultat fir
dortmund informatik



6.3 KV-Diagramme

Verbindung zu Schaltnetzen

Wir zahlen keine Negationen mehr.

Und-Gatter mit Fan-Ini
oderi -1 Und-Gatter mit Fan-In 2

angemessen

zusatzlich Oder-Gatter mit Fan-Inj oder
j— 1 0Oder-Gatter mit Fan-In 2
angemessen zusatzlich

direkte Verbindung zwischen Polynom-Kosten und Schaltnetz-Kosten

Noch ein letzter Begriff

Polynom fur f mit minimalen Kosten unter allen
Polynomen fur f

technische universitat " fakultat fir
dortmund informatik



6.3 KV-Diagramme

Minimalpolynome
Minimalpolynome liefern ”glinstigste” Schaltnetze. ..

Vorsicht
Stimmt nicht so ganz!
nur richtig, wenn man sich auf
direkte Polynomrealisierung einschrankt
suchen wir Minimalpolynome

Wie finden wir systematisch Minimalpolynome?

technische universitat " fakultat fir
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6.3 KV-Diagramme

Minimalpolynome und Primimplikanten

Theorem Minimalpolynome enthalten nur Primimplikanten.
Annahme f=m Vm,V .. Vm; Minimalpolynom, m; kein

Primimplikantzu f
gemald Definition3Im': myist Implikantvon m’, m’ ist echte Verkirzung
von m; und m' ist Implikantvon f
kKlar - my = 1=>m' =1, damy Implikantvon m’
Beobachtung m'=1= f =1, da m' Implikantvon f ist
also - m'Vm,V ... Vm; ist guinstigeres Polynom fur f

Widerspruch  zurVoraussetzung,dassmy Vm, \V ... Vm;

Minimalpolynomfir f

hJ technische universitat " fakultatfur
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6.3 KV-Diagramme

Minimalpolynomberechnung

Berechne alle Primimplikanten von f.

Berechne glinstigste
”Uberdeckung” von f mit diesen Monomen.

Dieser Ansatzist sicher schlecht, wenn das Minimalpolynom
zu f klein ist, f aberviele Primimplikanten hat.

Wir verfolgen diesen Ansatz dennoch.

technische universitat " fakultat fir
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6.3 KV-Diagramme

Minimalpolynomberechnung

Behauptung  Wir haben mit KV-Diagrammen Minimalpolynome
berechnet.

Das bedeutet Wir haben glinstigste Uberdeckungvon f gesucht.

Entsprechen maximale Rechtecke mit Zweierpotenzseitenlangen genau
Primimplikanten?

Esgilt  Fur f:{0,1}* - {0,1} gibt es Monomeder Lingen 0, 1, 2, 3 und 4.

Wir schauen uns die Situation fur jede mogliche Monomlange an.

-tU technische universitat " fakultat fir
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6.3 KV-Diagramme

Primimplikanten der Lange O

X1 X2
o0 01 11 10
00
01
X3 X4
11
10

hJ technische universitat " fakultatfar
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6.3 KV-Diagramme

Primimplikanten der Lange O

X1 X2
00 01 11 10

00

01
X3 X4

11

10

Monom 1

technische universitat " fakultat fir
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6.3 KV-Diagramme

Primimplikanten der Lange 1

X1 X2
00 01 11 10
00
01
X3 X4
11
10

hJ technische universitat " fakultatfar
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6.3 KV-Diagramme

Primimplikanten der Lange 1

X1 X2
00 01 11 10

00

01
X3 X4
11

10

Monom x4

-tLJ technische universitat " fakultat fir
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6.3 KV-Diagramme

Primimplikanten der Lange 1

X1 X2
00 01 11 10

00

01

X3 X4
11

10

Monom x4

-tU technische universitat " fakultat fir
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6.3 KV-Diagramme

Primimplikanten der Lange 1

X1 X2
00 01 11 10
00
01
X3 X4
11
10
Monom x,
technische universitat = fakultit fir

dortmund 1 % informatik



6.3 KV-Diagramme

Primimplikanten der Lange 1

X1 X2
N 00 01 11
00 1
01 1
X3 X4
11 1
10 1
Monom x,
technische universitat = fakultit fir

dortmund 1 % informatik



6.3 KV-Diagramme

Primimplikanten der Lange 1

X1 X2
00 01 11 10

00

01
X3 X4

11

10

Monom x5

hJ technische universitat " fakultatfar
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6.3 KV-Diagramme

Primimplikanten der Lange 1

X1 X2
00 01 11 10

00

01
X3 X4

11

10

Monom x5

hJ technische universitat " fakultatfar
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6.3 KV-Diagramme

Primimplikanten der Lange 1

X1 X2
00 01 11 10

00

01
X3 X4

11

10

Monom x,

hJ technische universitat " fakultatfar
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6.3 KV-Diagramme

Primimplikanten der Lange 1

X1 X2
N, 00 01 11 10

00 1 1 1 1

01
X3 X4

11

10 |y 1 1 1 1

Monom X,

hJ technische universitat " fakultatfar
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6.3 KV-Diagramme

Primimplikanten der Lange 2

X1 X2
060 01 11 10
00
01
X3 X4
11
10

hJ technische universitat " fakultatfar
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6.3 KV-Diagramme

Primimplikanten der Lange 2

X1 X2
00 01 11 10
00
01
X3 X4
11 1 1
10 1 1

Monom x;x5

technische universitat " fakultat fir
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6.3 KV-Diagramme
Primimplikanten der Lange 2

X1 X2
00 01 11 10

00

01

X3 X4
11

10

Monom x;x5

technische universitat " fakultat fir
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6.3 KV-Diagramme

Primimplikanten der Lange 2

X1 X2
o0 01 11 10

X3 X4

Monom Xx4x;
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6.3 KV-Diagramme

Primimplikanten der Lange 3

X1 X2
o0 01 11 10
00
01
X3 X4
11
10

-tU technische universitat " fakultatfar
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6.3 KV-Diagramme

Primimplikanten der Lange 3

X1 X2
00 01 11 10
00
01
X3 X4
11 1 1
10

Monom X,x3x 4

technische universitat " fakultat fir
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6.3 KV-Diagramme

Primimplikanten der Lange 3

X1 X2
N 00 01 11 10
00
01
X3 X4
11| 1 1
10

Monom Xx,x;

technische universitat " fakultat fir
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6.3 KV-Diagramme

Primimplikanten der Lange 3

X1 X2
N 00 01 11 10

X3 X4

Monom X,x3x 4

-tLJ technische universitat " fakultat fir
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6.3 KV-Diagramme

Primimplikanten der Lange 3

X1 X2
N 00 01 11 10

X3 X4

Monom X,x3x 4

-tLj technische universitat " fakultatfar
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6.3 KV-Diagramme

Primimplikanten der Lange 4

X1 X2
00 01 11 10
00
01
X3 X4
11
10

-tU technische universitat " fakultatfar
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6.3 KV-Diagramme

Primimplikanten der Lange 4

X1 X2
00 01 11 10
00
01
X3 X4
11
10 1
Monom x; X4

-tU technische universitat " fakultatfar
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6.3 KV-Diagramme

Primimplikanten der Lange 4

X1 X2
060 01 11 10
00
01
X3 X4
11
10 1

Monom x;x,x3X,

technische universitat " fakultat fir
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6.3 KV-Diagramme

Primimplikanten der Lange 4

X1 X2
060 01 11 10
00
01
X3 X4
11
10 1

Monom X{x,x3X,

-tLJ technische universitat " fakultat fir
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6.3 KV-Diagramme

Primimplikanten der Lange 4

X1 X2
c0 01 11 10

Monom X{x,x3X,

-tLj technische universitat " fakultatfar
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6.3 KV-Diagramme

Primimplikanten der Lange 4

X1 X2
N,00 01 11 10

00

01
X3 X4

11

10

Monom X{x,x3X,

hJ technische universitat " fakultat fir
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6.3 KV-Diagramme

Primimplikanten der Lange 4

X1 X2
N, 00 01 11 10

00

01
X3 X4

11

Monom X{x,x3X,

Beobachtung Primimplikanten entsprechen genau KV-Rechtecken
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6.3 KV-Diagramme

Minimalpolynombestimmung mit KV-Diagramm

Bestimme fiir £: {0, 1}* - {0, 1} ein Minimalpolynom.

Eintragen der Funktion ins KV-Diagramm

Finden aller maximaler Zweierpotenz-Rechtecke

Finden eines Primimplikanten flir jedes Rechteck

Finden einer Uberdeckungaller Einsen durch eine minimale
Monomauswabhl

jetzt noch ein

£:{0,1}* - {0,1} mit (1,0,1,1,0,1,0,1,0,1,0,1,0,0, 1, 1)

technische universitat " fakultat fir
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6.3 KV-Diagramme

Eintragen der Funktion ins KV-Diagramm

£:{0,1}* - {0,1} mit (1,0, 1,1,0,1,0,1,0,1,0, 1,0, 0, 1, 1)

X1X2 0 = (0000),
00 01 11 10 1=(0001),
2 =(0010),
00 3 =(0011),
4 = (0100),
01 5=(0101),
X3 Xa 6 = (0110),
11 7=(0111),
8 = (1000),
10 9= (1001),
10 = (1010),
11 = (1011),
12 = (1100),
13 = (1101),
14 = (1110),
15 = (1111),
technische universitat * fakultatfir

dortmund informatik



6.3 KV-Diagramme

Eintragen der Funktion ins KV-Diagramm

£:{0,1}* - {0,1} mit (1,0, 1,1,0,1,0,1,0,1,0, 1,0, 0, 1, 1)

X1X2 0 = (0000),
00 01 11 10 1=(0001),
2 =(0010),
00 3 =(0011),
4 = (0100),
01 5=(0101),
X3 Xa 6 = (0110),
11 7= (0111),
8 = (1000),
10 9= (1001),
10 = (1010),
11 = (1011),
12 = (1100),
13 = (1101),
14 = (1110),
15 = (1111),
technische universitat * fakultatfir

dortmund informatik



6.3 KV-Diagramme

Eintragen der Funktion ins KV-Diagramm

f:{0,1}* > {0,1} mit (3,0, 1,1,0,1,0,1,0,1,0,1,0,0, 1, 1)

e 0 = (0000),
00 /o1 11 10 1 =(0001),
2 =(0010),
| 3 =(0011),
4 = (0100),
ol 1 1 5 =(0101),
X3 X4 6 = (0110),
w1 11 (1)1 7= (0111),
8 = (1000),

9= (1001)
10 5
1 1 10 = (1010),
11 = (1011),
12 = (1100),
13 = (1101),
14 = (1110),
15 = (1111),

technische universitat = fakultatfir

dortmund , informatik



6.3 KV-Diagramme

Eintragen der Funktion ins KV-Diagramm

f:{0,1}* - {0,1} mit (3,0,1,1,0,1,0,1,0,1,0,1,0,0, 1, 1)

3 =(0011),
4 = (0100),
5 = (0101),
6 = (0110),
7= (0111),
8 = (1000),
ol 1% 1k 9= (1001),
10 = (1010),
11 = (1011),
12 = (1100),
13 = (1101),
14 = (1110),
15 = (1111),

hJ technische universitat " fakultat fir
dortmund informatik



6.3 KV-Diagramme

Eintragen der Funktion ins KV-Diagramm

£:{0,1}* - {0,1} mit (1,0, 1,1,0,1,0,1,0,1,0, 1,0, 0, 1, 1)

X1 X2 0 = (0000),
00 01 11 10 1 =(0001),
2 =(0010),
o | 1 3 =(0011),
4 = (0100),
o1 1 1 5=(0101),
X3 Xa 6 = (0110),
w1 |1 (1] 7= (0111),
8 = (1000),
9= (1001),
o | 1 10 = (1010),
11 = (1011),
12 = (1100),
13 = (1101),
14 = (1110),
15 = (1111),
technische universitat = fakultatfir

dortmund informatik



6.3 KV-Diagramme

Finden aller maximaler Zweierpotenz-Rechtecke

f:{0,1}* - {0,1} mit (1,0,1,1,0,1,0,1,0,1,0,1,0,0,1,1)

X1 X2
N, 00, 01 11 10

-tU technische universitat " fakultatfar
dortmund informatik



6.3 KV-Diagramme

Finden eines Primimplikanten fiir jedes Rechteck

f:{0,1}* - {0,1} mit (1,0,1,1,0,1,0,1,0,1,0,1,0,0,1,1)

X1 X2

X3 X4

X1 X3 X3
X1 Xp Xy
X1 X2 X3
X1 X2 Xy
T

-tU technische universitat " fakultatfar
dortmund informatik



6.3 KV-Diagramme

Uberdeckung aller Einsen durch minimale Monomauswahl

f:{0,1}* - {0,1} mit (1,0,1,1,0,1,0,1,0,1,0,1,0,0, 1, 1)

X1 X2
N, 00, 01 11 10 X3%,
X1 X2 X3
00 | 1 X; Xy Xy
X1 X3 X3
01 X1 X Xy
X3 X4 X1 X2 Xy
11
10

-tU technische universitat " fakultat fir
dortmund informatik



6.3 KV-Diagramme

Uberdeckung aller Einsen durch minimale Monomauswahl

f:{0,1}* - {0,1} mit (1,0,1,1,0,1,0,1,0,1,0,1,0,0, 1, 1)

X1 X2
Ny 00, 01 11 10 X3 %,
X1 Xy X
ol 1 1%X2 X3
X1 X2 X3
01 Xy X Xy
X3 X4 X1 X, x, erforderlich
11
10

-tU technische universitat " fakultat fir
dortmund informatik



6.3 KV-Diagramme

Uberdeckung aller Einsen durch minimale Monomauswahl

f:{0,1}* - {0,1} mit (1,0,1,1,0,1,0,1,0,1,0,1,0,0, 1, 1)

X1 X2
N, 00, 01 11 10 X3 %Xy
Xy X5 X3
00 | 1
X1 X2 X3
01 Xy X, x4 erforderlich
X3 X4 X, X, X, erforderlich
11
10

-tU technische universitat " fakultat fir
dortmund informatik



6.3 KV-Diagramme

Uberdeckung aller Einsen durch minimale Monomauswahl

f:{0,1}* - {0,1} mit (1,0,1,1,0,1,0,1,0,1,0,1,0,0,1,1)

X1 X2

N, 00, 01 11 10 X3 %X,
Xy X5 X3

00

X, X, X5 erforderlich

01 Xy X, x4 erforderlich
X3 X4 X, X, X, erforderlich

11

10

-tU technische universitat " fakultatfar
dortmund informatik



6.3 KV-Diagramme

Uberdeckung aller Einsen durch minimale Monomauswahl

f:{0,1}* - {0,1} mit (1,0,1,1,0,1,0,1,0,1,0,1,0,0,1,1)

X1 X2
N, 00, 01 11 10 X3 %X,
Xy X3 X3
1 erforderlich
X, X, X5 erforderlich

00

01 Xy X, x4 erforderlich
X3 X4 X, X, X, erforderlich

11

10

-tU technische universitat " fakultatfar
dortmund informatik



6.3 KV-Diagramme

Uberdeckung aller Einsen durch minimale Monomauswahl

f:{0,1}* - {0,1} mit (1,0,1,1,0,1,0,1,0,1,0,1,0,0,1,1)

X1 X2
N, 00, 01 11 10 x3x, beste Wahl
X X3 X3
1 erforderlich
E— X, X, X3 erforderlich

00

01 Xy X, x4 erforderlich
X3 X4 X, X, X, erforderlich

11

10

-tU technische universitat " fakultatfar
dortmund informatik



6.3 KV-Diagramme

Uberdeckung aller Einsen durch minimale Monomauswahl

f:{0,1}* - {0,1} mit (1,0,1,1,0,1,0,1,0,1,0,1,0,0, 1, 1)

X1 X2
N\, 00, 01 11 10 x3x, beste Wahl
Xy X3 X3
erforderlich
X, X, X3 erforderlich
Xy X, x4 erforderlich
X, X, X, erforderlich

X3 X4 VX1 XyXgVXyXyX3VXLXyXyVX]XyXy
Minimalpolynom

-tU technische universitat " fakultat fir
dortmund informatik



6.3 KV-Diagramme

Anmerkungen zu KV-Diagramme

KV-Diagramm fiir 3 Variablen
X1 X2

00O 01 11 10

0
X3
1
technische universitat " fakultat fir
dortmund informatik

KV-Diagramm fiir 6 Variablen

o
I
00 jo1 Jos Joa J1a P15 1 o | [Fle
el
T
02 Jo3 o7 Jos J16 |17 |13 |12 I
T
04 Jog [oF JoE e pIF 1B [1a | [T
-
o
n
08 [0s Joo_Joc_Jic_[iD_ |13 |18 =
T
268 J2a |20 Joc 3¢ |30 |39 [ss | [F|-
el
n
2A |26 [oF | |3 [3F (3B [3a | [F] |-
T
22 |23 |7 |26 |3 |37 |33 |32 “le
BE
n
20 21 o5 J24 {34 {35 |31 |30 =
a=0 | a=1 | a=1 | a=0 | a=0 | a=1 | &a=1 | a=0
c=0 c=1 c=1 c=0
e=0 e=1

Quelle: Hand Lohninger




6.3 KV-Diagramme

Fazit KV-Diagramme

Mit beide Schritte zur

Minimalpolynomberechnungdurchfihrbar
Bestimmung aller Primimplikanten

Bestimmung einer minimalen Uberdeckung fiir Funktionen
f:{0,1}" - {0,1} furn e {3, 4}
Das reicht nicht aus.

Wie bestimmen wir Minimalpolynome fur f: {0,1}"* - {0, 1}
fur grofBeresn?

Wir suchen einen Algorithmus.

technische universitat " fakultat fir
dortmund 1 % informatik



6. Optimierung von Schaltnetzen

Einleitung & Strukturierter Entwurf
Algebraische Vereinfachung %
KV-Diagramme t/

Algorithmus von Quine/McCluskey

Unvollstandig definierte Funktionen

o s W N E

Hazards

technische universitat " fakultat fir
dortmund informatik



6.4 Der Algorithmus von Quine und McCluskey

Der Algorithmus von Quine und McCluskey
Willard van Orman Quine (1955)
Edward J. McCluskey (1956)

Algorithmus von Quine/McCluskey
Fkt. f als Liste aller Minterme zu einschlagigen Indizes

Minimalpolynomzu f

Verfahren
Berechne Pl, Menge aller Primimplikantenvon f .

Berechne minimalef Gberdeckende AuswahlausPI.

technische universitat " fakultat fir
dortmund informatik



6.4 Der Algorithmus von Quine und McCluskey

Der Algorithmus von Quine und McCluskey: Erster Teil

Algorithmus 11 (Berechnung von PI)
: Liste aller Minterme zu einschlagigen Indizesvon f
Pl: Menge aller Primimplikantenzu f
i=0;Pl:=0Q
So lange L; + @
Liv1 = {m|3x:{mx, mx} € L;}
PI:= PIU{m € L; | m hat keine echte Verkirzung in L;,,}
1=1+1
Ausgabe Pl

technische universitat " fakultat fir
dortmund informatik



6.4 Der Algorithmus von Quine und McCluskey

Korrektheit der PI-Berechnung
1.i=0PI=0
2. Solange L; # @
3. Liy1:={ml| 3Ix: {mx, mx} € L;}
4. PI:=PIU{mé€ L; | m hat keine echte Verkirzung in L; 1}

Behauptung L, ist Menge aller ImplikantenderLangen — i

Induktionsanfang stimmt fur L, /

Induktionsschluss Annahme stimmt fir L;

Es gilt: L;.qenthdltnurMonomeder Lingen—i—1=n—(i+ 1) ..

technische universitat " fakultatfur .
l | ldortmund formatik Rechnerstrukturen (Teil 1) - 127 -



6.4 Der Algorithmus von Quine und McCluskey

Korrektheit der PI-Berechnung

Es gilt: L;.qenthdltnurMonomeder Lingen—i—1=n—(i+ 1) ..
Beobachtung  Lj;q enthalt nur Implikanten

denn  mx Implikantund mx Implikant

= m Implikant (Resolution)
Beobachtung  Lj;q enthaltalle Implikanten

denn jeder Implikantm hat Verlangerungum 1 in L;,

(Induktionsvoraussetzung),also kommtm nach L;, 4 /

technische universitat " fakultatfur .
l | ldortmund formatik Rechnerstrukturen (Teil 1) - 128 -



6.4 Der Algorithmus von Quine und McCluskey

Korrektheit der PI-Berechnung
i:=0;PI =0
So lange L; + @
Lit1 = {m|3x:{mx, mx} € L;}

PI:= PIU{m € L; | m hat keine echte Verkiurzung in L;,,}

Terminierung
L; ist Liste Implikantender Langen — i
Algorithmus 11 terminiert

spatestensLy41 =0

technische universitat " fakultat fir
dortmund informatik



6.4 Der Algorithmus von Quine und McCluskey

Korrektheit der PI-Berechnung

am Ende enthalt Pl alle Primimplikanten
jeder Primimplikantist Implikant, alsoin einer Liste vorhanden
Primimplikant hat keine Verklirzung, die auch Implikantist,
wird deshalb zu Pl hinzugefiigt

Berechnungder Pl nach Quine/McCluskey korrekt %

technische universitat " fakultat fir
dortmund informatik



6.4 Der Algorithmus von Quine und McCluskey

Beispiel PlI-Berechnung
i:=0;Pl =0
SolangeL; # @
Liyi:={m|3x:{mx,mx} S L;}

PI .= PIU {m € L; | m hat keine echte Verkiirzung in L .}

I=1i+1
Ausgabe Pl
Beispiel
i =
Pl =
Lo = {X1 X2 X3X4,X1 X3 X3 X4, X1 X2X3X4,X1X2X3X4,X1 X2 X3X4,

X1X2X3X4,X1X2X3X4,X1X2X3X 4}

technische universitat " fakultat fir
dortmund informatik



6.4 Der Algorithmus von Quine und McCluskey

Beispiel PlI-Berechnung
i=0;P]l =0
SolangeL; # @
Liy={m|3x:{mx,mix} < L;}
PI .= PIU {m € L; | m hat keine echte Verkiirzung in L .}
[=1i+1
Ausgabe Pl
Beispiel
1=20
Pl =g

Lo = {X1 X3 x3X4, X1 X3 X3 X4, X1X2X3X4,X1X2X3X4, X1X3 X3X4,

X1X2X3X4,X1X2X3X4,X1X2X3X 4}

technische universitat " fakultat fir
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6.4 Der Algorithmus von Quine und McCluskey

Beispiel PlI-Berechnung
i:=0;Pl =0
SolangeL; + @
Liy={m|3x:{mx,mix} < L;}
PI .= PIU {m € L; | m hat keine echte Verkiirzung in L .}
[=1i+1
Ausgabe Pl
Beispiel
1=20
Pl =g

Lo = {X1 X3 x3X4, X1 X3 X3 X4, X1X2X3X4,X1X2X3X4, X1X3 X3X4,

X1X2X3X4,X1X2X3X4,X1X2X3X 4}

technische universitat " fakultat fir
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6.4 Der Algorithmus von Quine und McCluskey

Beispiel PlI-Berechnung
i:=0;Pl =0
SolangeL; # @
Liiq={m|3x:{mx,mx} S L;}
PI .= PIU {m € L; | m hat keine echte Verkiirzung in L .}
[=1i+1
Ausgabe Pl
Beispiel
(=20
Pl =0

Lo = {X1 X3 X3X4,X1 X3 X3 X4,X1X2X3X4,X1X2X3X4,X1X3 X3X4,
X1X2X3X4,X1X2X3X4,X1X2X3X4 }
L1 -

technische universitat " fakultat fir
dortmund informatik



6.4 Der Algorithmus von Quine und McCluskey

Beispiel PlI-Berechnung
i:=0;Pl =0
SolangeL; # @
Liiq={m|3x:{mx,mx} S L;}
PI .= PIU {m € L; | m hat keine echte Verkiirzung in L .}
[=1i+1
Ausgabe Pl
Beispiel
(=20
Pl =0

Lo = {X1 X3 X3%X4,X1 X3 X3 X4,X1X2X3X4,X1X2X3X4,X1X3 X3X4,
X1X3X3X4,X1X2X3X4,X1X2X3X4}
L1 = {x_lx_zx:g, }

technische universitat " fakultat fir
dortmund informatik



6.4 Der Algorithmus von Quine und McCluskey

Lo = {X1 X3 X3X4,X1 X3 X3 X4,X1X2X3X4,X1X2X3X4,X1X3 X3X4,
X1X2X3X4,X1X2X3X4,X1X2X3X4 }

L1:

X1 X2 X3Xy

X1 X9 X3 Xy
X1 XpX3 X4

X1X2 X3X4
X1X2X3X4
X1X2X3X4
X1X2X3X4

X1X2X3X4

technische universitat " fakultat fir
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6.4 Der Algorithmus von Quine und McCluskey

Lo = {X1 X3 X3X4,X1 X3 X3 X4,X1X2X3X4,X1X2X3X4,X1X3 X3X4,

X1X2X3X4,X1X2X3X4,X1X2X3X4 }

Ly ={X1X;%X3,X1 X3 X4,X2X3X4,X1X2X4,X2X3X4,X1X7 X4, X1X3X4,X1X2X3}

X1 X2 X3Xy

X1 X9 X3 Xy
X1 XpX3 X4

X1X2 X3X4
X1X2X3X4
Xlx_23C3X4
X1X2X3X4

X1X2X3X4

technische universitat " fakultat fir
dortmund informatik



6.4 Der Algorithmus von Quine und McCluskey

Beispiel PlI-Berechnung
i:=0;Pl =0
SolangeL; # @
Liiq={m|3x:{mx,mx} S L;}
PI .= PIU {m € L; | m hat keine echte Verkiirzung in L .}
[=1i+1
Ausgabe Pl
Beispiel
(=20
Pl =0

Lo = {X1 X3 X3X4,X1 X3 X3 X4,X1X2X3X4,X1X2X3X4,X1X3 X3X4,

X1X2X3X4,X1X2X3X4,X1X2X3X4 }

Ly = {X1X3 X3,X1 X3 X4,X3X3X4,X1X2X4,X2X3X4,X1X7 X4,X1X3X4,X1X2X3}

technische universitat " fakultat fir
dortmund , informatik



6.4 Der Algorithmus von Quine und McCluskey

Beispiel PlI-Berechnung
i:=0;Pl =0
SolangeL; # @
Liy={m|3x:{mx,mix} < L;}
Pl :== PIU{m € L; | m hat keine echte Verkirzung in L}
[=i+1
Ausgabe Pl
Beispiel
(=20
PI =0

Lo = {X1 X3 X3X4,X1 X3 X3 X4,X1X2X3X4,X1X2X3X4,X1X3 X3X4,

X1X2X3X4,X1X2X3X4,X1X2X3X4 }

Ly = {X1X3X3,X1 X3 X4, X3X3X4,X1XpX4,X2X3X4,X1X7 X4,X1X3X4,X1X2X3}

technische universitat " fakultat fir
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6.4 Der Algorithmus von Quine und McCluskey

Beispiel PlI-Berechnung
i:=0;Pl =0
SolangeL; # @
Liy={m|3x:{mx,mix} < L;}
PI .= PIU {m € L; | m hat keine echte Verkiirzung in L .}
[=1i+1
Ausgabe Pl
Beispiel
=1
Pl =0

Lo = {X1 X3 X3X4,X1 X3 X3 X4,X1X2X3X4,X1X2X3X4,X1X3 X3X4,

X1X2X3X4,X1X2X3X4,X1X2X3X4 }

Ly = {X1X3X3,X1 X3 X4, X3X3X4,X1XpX4,X2X3X4,X1X7 X4,X1X3X4,X1X2X3}

technische universitat " fakultat fir
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6.4 Der Algorithmus von Quine und McCluskey

Beispiel PlI-Berechnung
i:=0;Pl =0
SolangeL; + @
Liy={m|3x:{mx,mix} < L;}
PI .= PIU {m € L; | m hat keine echte Verkiirzung in L .}
[=1i+1
Ausgabe Pl
Beispiel
(=1
Pl =0

Lo = {X1 X3 X3X4,X1 X3 X3 X4,X1X2X3X4,X1X2X3X4,X1X3 X3X4,

X1X2X3X4,X1X2X3X4,X1X2X3X4 }

Ly = {X1X3X3,X1 X3 X4, X3X3X4,X1XpX4,X2X3X4,X1X7 X4,X1X3X4,X1X2X3}
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6.4 Der Algorithmus von Quine und McCluskey

Beispiel PlI-Berechnung
i:=0;Pl =0
SolangeL; # @
Liiq={m|3x:{mx,mx} S L;}

PI .= PIU {m € L; | m hat keine echte Verkiirzung in L .}

I=1+1
Ausgabe Pl
Beispiel
i=1 PI = ¢

Lo = {X1 X3 X3X4,X1 X3 X3 X4,X1X2X3X4,X1X2X3X4,X1X3 X3Xg,

X1X3X3X4,X1X2X3X4,X1X2X3X4}

Ly = {X1{X;%X3,X1 X3 X4,X2X3X4,X1X2X4,X2X3X4,X1X3 X4,X1X3X4,X1X2X3}

L2=

technische universitat " fakultat fir
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6.4 Der Algorithmus von Quine und McCluskey

Lo = {X1 X3 X3X4,X1 X3 X3 X4,X1X2X3X4,X1X2X3X4,X1X3 X3X4,

X1X2X3X4,X1X2X3X4,X1X2X3X4 }

Ly ={X1{X;%X3,X1 X3 X4,X2X3X4,X1X2X4,X2X3X4,X1X3 X4,X1X3X4,X1X2X3}

L2:

X1 X2 X3

X1X3X4
X2X3X4
X1X2X4
X1X2 X4

X2X3X4
X1X3X4
X1X2X3

technische universitat " fakultat fir
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6.4 Der Algorithmus von Quine und McCluskey

Lo = {X1 X3 X3X4,X1 X3 X3 X4,X1X2X3X4,X1X2X3X4,X1X3 X3X4,

X1X2X3X4,X1X2X3X4,X1X2X3X4 }

Ly ={X1{X;%X3,X1 X3 X4,X2X3X4,X1X2X4,X2X3X4,X1X3 X4,X1X3X4,X1X2X3}

Ly, = {x3x4}

X1 X2 X3

X1X3X4
X2X3X4
X1X2X4
X1X2 X4

X2X3X4
X1X3X4
X1X2X3

technische universitat " fakultat fir
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6.4 Der Algorithmus von Quine und McCluskey

Beispiel PlI-Berechnung
i:=0;Pl =0
SolangeL; # @
Liiq={m|3x:{mx,mx} S L;}

PI .= PIU {m € L; | m hat keine echte Verkiirzung in L .}

I=1+1
Ausgabe Pl
Beispiel
i=1 PI = ¢

Lo = {X1 X3 X3X4,X1 X3 X3 X4,X1X2X3X4,X1X2X3X4,X1X3 X3Xg,

X1X3X3X4,X1X2X3X4,X1X2X3X4}

Ly = {X1X;X3,X1 X3 X4,X2X3X4,X1XpX4,X2X3X4,X1X3 X4, X1X3X4,X1X2X3}

L, = {x3x4}
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6.4 Der Algorithmus von Quine und McCluskey

Beispiel PlI-Berechnung
i:=0;Pl =0
SolangeL; # @
Liy={m|3x:{mx,mix} < L;}

Pl :== PIU{m € L; | m hat keine echte Verkirzung in L}

I=1+1
Ausgabe Pl
Beispiel
i=1 PI = ¢

Lo = {X1 X3 X3X4,X1 X3 X3 X4,X1X2X3X4,X1X2X3X4,X1X3 X3Xg,

X1X3X3X4,X1X2X3X4,X1X2X3X4}

Ly = {X1{%X;%3,X1 X3 X4,X2X3X4,X1X3X4,X2X3X4,X1X3 X4,X1X3X4,X1X2X3}

L, = {x3 x4}
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6.4 Der Algorithmus von Quine und McCluskey

Beispiel PlI-Berechnung
i:=0;Pl =0
SolangeL; # @
Liy={m|3x:{mx,mix} < L;}

Pl :== PIU{m € L; | m hat keine echte Verkirzung in L}

i=i+1
Ausgabe Pl
Beispiel
i=1 PI = {X1 X3 X3,X1X2X4,X1%X3 X4,%X1X2X3}

Lo = {X1 X3 X3X4,X1 X3 X3 X4,X1X2X3X4,X1X2X3X4,X1X3 X3Xg,

X1X3X3X4,X1X2X3X4,X1X2X3X4}

Ly = {X1X;X3,X1 X3 X4,X2X3X4,X1XpX4,X2X3X4,X1X3 X4, X1X3X4,X1X2X3}

L, = {x3 x4}

technische universitat " fakultat fir
dortmund , informatik



6.4 Der Algorithmus von Quine und McCluskey

Beispiel PlI-Berechnung
i:=0;Pl =0
SolangeL; # @
Liy={m|3x:{mx,mix} < L;}

PI .= PIU {m € L; | m hat keine echte Verkiirzung in L .}

i=i+1
Ausgabe Pl
Beispiel
i=2 PI = {X1 X3 X3,X1X2X4,X1X3 X4,%X1X2X3}

Lo = {X1 X3 X3X4,X1 X3 X3 X4,X1X2X3X4,X1X2X3X4,X1X3 X3Xg,

X1X3X3X4,X1X2X3X4,X1X2X3X4}

Ly = {X1X;X3,X1 X3 X4,X2X3X4,X1XpX4,X2X3X4,X1X3 X4, X1X3X4,X1X2X3}

L, = {x3 x4}
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6.4 Der Algorithmus von Quine und McCluskey

Beispiel PlI-Berechnung
i:=0;Pl =0
SolangeL; + @
Liy={m|3x:{mx,mix} < L;}

PI .= PIU {m € L; | m hat keine echte Verkiirzung in L .}

i=i+1
Ausgabe Pl
Beispiel
i=2 PI = {X1 X3 X3,X1X2X4,X1X3 X4,%X1X2X3}

Lo = {X1 X3 X3X4,X1 X3 X3 X4,X1X2X3X4,X1X2X3X4,X1X3 X3Xg,

X1X3X3X4,X1X2X3X4,X1X2X3X4}

Ly = {X1X;X3,X1 X3 X4,X2X3X4,X1XpX4,X2X3X4,X1X3 X4, X1X3X4,X1X2X3}

L, = {x3 x4}
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6.4 Der Algorithmus von Quine und McCluskey

Beispiel PlI-Berechnung
i:=0;Pl =0
SolangeL; # @
Liiq={m|3x:{mx,mx} S L;}

PI .= PIU {m € L; | m hat keine echte Verkiirzung in L .}

i=i+1
Ausgabe Pl
Beispiel
i=2 PI = {X1 X3 X3,X1X2X4,X1X3 X4,%X1X2X3}

Lo = {X1 X3 X3X4,X1 X3 X3 X4,X1X2X3X4,X1X2X3X4,X1X3 X3Xg,

X1X3X3X4,X1X2X3X4,X1X2X3X4}

Ly = {X1X;X3,X1 X3 X4,X2X3X4,X1XpX4,X2X3X4,X1X3 X4, X1X3X4,X1X2X3}

L, = {x3 x4} L=
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6.4 Der Algorithmus von Quine und McCluskey

Beispiel PlI-Berechnung
i:=0;Pl =0
SolangeL; # @
Liiq={m|3x:{mx,mx} S L;}

PI .= PIU {m € L; | m hat keine echte Verkiirzung in L .}

i=i+1
Ausgabe Pl
Beispiel
i=2 PI = {X1 X3 X3,X1X2X4,X1X3 X4,%X1X2X3}

Lo = {X1 X3 X3X4,X1 X3 X3 X4,X1X2X3X4,X1X2X3X4,X1X3 X3Xg,

X1X3X3X4,X1X2X3X4,X1X2X3X4}

Ly = {X1X;X3,X1 X3 X4,X2X3X4,X1XpX4,X2X3X4,X1X3 X4, X1X3X4,X1X2X3}

Ly = {x3 x4} L3 =0
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6.4 Der Algorithmus von Quine und McCluskey

Beispiel PlI-Berechnung
i:=0;Pl =0
SolangeL; # @
Liy={m|3x:{mx,mix} < L;}

Pl :== PIU{m € L; | m hat keine echte Verkirzung in L}

i=i+1
Ausgabe Pl
Beispiel
i=2 PI = {X1 X3 X3,X1X2X4,X1X3 X4,%X1X2X3}

Lo = {X1 X3 X3X4,X1 X3 X3 X4,X1X2X3X4,X1X2X3X4,X1X3 X3Xg,

X1X3X3X4,X1X2X3X4,X1X2X3X4}

Ly = {X1X;X3,X1 X3 X4,X2X3X4,X1XpX4,X2X3X4,X1X3 X4, X1X3X4,X1X2X3}

Ly = {x3 x4} L3 =0
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6.4 Der Algorithmus von Quine und McCluskey

Beispiel PlI-Berechnung
i:=0;Pl =0
SolangeL; # @
Liy={m|3x:{mx,mix} < L;}

Pl :== PIU{m € L; | m hat keine echte Verkirzung in L}

i=i+1
Ausgabe Pl
Beispiel
i=2 PI = {X1 X3 X3,X1X2X4,X1%X3 X4,X1X2X3,X3 X4}

Lo = {X1 X3 X3X4,X1 X3 X3 X4,X1X2X3X4,X1X2X3X4,X1X3 X3Xg,

X1X3X3X4,X1X2X3X4,X1X2X3X4}

Ly = {X1X;X3,X1 X3 X4,X2X3X4,X1XpX4,X2X3X4,X1X3 X4, X1X3X4,X1X2X3}

Ly = {x3 x4} L3 =0
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6.4 Der Algorithmus von Quine und McCluskey

Beispiel PlI-Berechnung
i:=0;Pl =0
SolangeL; # @
Liy={m|3x:{mx,mix} < L;}

PI .= PIU {m € L; | m hat keine echte Verkiirzung in L .}

i=i+1
Ausgabe Pl
Beispiel
i=3 PI = {X1 X3 X3, X1X2X4,X1X3 X4, X1X2X3,X3 X4}

Lo = {X1 X3 X3X4,X1 X3 X3 X4,X1X2X3X4,X1X2X3X4,X1X3 X3Xg,

X1X3X3X4,X1X2X3X4,X1X2X3X4}

Ly = {X1X;X3,X1 X3 X4,X2X3X4,X1XpX4,X2X3X4,X1X3 X4, X1X3X4,X1X2X3}

Ly = {x3 x4} L3 =0
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6.4 Der Algorithmus von Quine und McCluskey

Beispiel PlI-Berechnung
i:=0;Pl =0
SolangeL; + @
Liy={m|3x:{mx,mix} < L;}

PI .= PIU {m € L; | m hat keine echte Verkiirzung in L .}

i=i+1
Ausgabe Pl
Beispiel
i=3 PI = {X1 X3 X3, X1X2X4,X1X3 X4, X1X2X3,X3 X4}

Lo = {X1 X3 X3X4,X1 X3 X3 X4,X1X2X3X4,X1X2X3X4,X1X3 X3Xg,

X1X3X3X4,X1X2X3X4,X1X2X3X4}

Ly = {X1X;X3,X1 X3 X4,X2X3X4,X1XpX4,X2X3X4,X1X3 X4, X1X3X4,X1X2X3}

Ly = {x3 x4} L3 =0
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6.4 Der Algorithmus von Quine und McCluskey

Beispiel PlI-Berechnung
i:=0;Pl =0
SolangeL; # @
Liy={m|3x:{mx,mix} < L;}

PI .= PIU {m € L; | m hat keine echte Verkiirzung in L .}

[=i+1
Ausgabe PI
Beispiel
i=3 PI = {X1 X3 X3,X1X3X4,X1X3 X4, X1X2X3,X3 X4}

Lo = {X1 X3 X3X4,X1 X3 X3 X4,X1X2X3X4,X1X2X3X4,X1X3 X3Xg,

X1X3X3X4,X1X2X3X4,X1X2X3X4}

Ly = {X1X;X3,X1 X3 X4,X2X3X4,X1XpX4,X2X3X4,X1X3 X4, X1X3X4,X1X2X3}

Ly = {x3 x4} L3 =0
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6.4 Der Algorithmus von Quine und McCluskey

Der Algorithmus von Quine und McCluskey
Willard van Orman Quine (1955)
Edward J. McCluskey (1956)

Algorithmus von Quine/McCluskey
Fkt. f als Liste aller Minterme zu einschlagigen Indizes
Minimalpolynomzu f
Verfahren
Berechne Pl, Menge aller Primimplikantenvon f .
Berechne minimalef Gberdeckende AuswahlausPI.

Schwieriges kombinatorisches Problem, heuristische Losung mit
gewissen Freiheitsgraden
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6.4 Der Algorithmus von Quine und McCluskey

Das Uberdeckungsproblem

Finde minimale Uberdeckungvon f mit PI.

Pl-Tafel
eine Zeile fir jeden Primimplikanten
eine Spalte fur jede Eins-Eingabe

1 Primimplikant GUberdeckt Eins-Eingabe
Eintrag= 0 sonst

Beobachtung
Pl-Tafel meist riesig grol3
verkleinern

technische universitat " fakultat fir
dortmund informatik



6.4 Der Algorithmus von Quine und McCluskey

Pi-Tafel

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
X1 X3 X3 1 1
X3 X4 1 1 1 .
X1X2Xy 1 1
X1Xo X3 . .
X1Xp X4 1 1
technische universitat = fakultatfir
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6.4 Der Algorithmus von Quine und McCluskey

Das Uberdeckungsproblem

Verkleinerung der Pl-Tafel
Einsatz von Verkleinerungsregeln
Freiheit durch
Reihenfolge der Regelanwendung
Art der Regelanwendung
Losung oft trotzdem nicht ablesbar
Backtracking oder Heuristiken
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6.4 Der Algorithmus von Quine und McCluskey

Pl-Tafel Reihenfolge der Regeln

0 i1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
X1 Xy X3 1 1
X3 X4 1 1 1
X1XpXy 1 1
X1X9 X3
X1Xo X4 1 1

Streichung von Kernimplikanten-Zeilen

* Wennin einer Spalte nurgenau eine 1 steht, heil8t der zugehorige Implikant

Kernimplikant. Er wird zur Uberdeckung benutzt.

1
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6.4 Der Algorithmus von Quine und McCluskey

Pl-Tafel Reihenfolge der Regeln

0 i1 2 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
X3 Xg 1 1 1
X1X5 Xy 1 1
X1X5 X3 1 1
X1Xy Xy 1 1

Streichung von Kernimplikanten-Zeilen

* Wennin einer Spalte nurgenau eine 1 steht, heil8t der zugehorige Implikant
Kernimplikant. Er wird zur Uberdeckung benutzt.

1
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6.4 Der Algorithmus von Quine und McCluskey

Pl-Tafel Reihenfolge der Regeln

0 1 2 4 5 6 8 9 10 11 12 13 14 15
X3 X4 1 1
X1X9 X3 1 1
X1Xo Xy 1 1

Streichung von Kernimplikanten-Zeilen

* Wennin einer Spalte nurgenau eine 1 steht, heil8t der zugehorige Implikant
Kernimplikant. Er wird zur Uberdeckung benutzt.

1
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6.4 Der Algorithmus von Quine und McCluskey

Pl-Tafel Reihenfolge der Regeln

o 1 2 4 5 6 8 10 12 13 14 15

X3 X4 1

X1X9 X3 1 1

Streichung von Kernimplikanten-Zeilen

* Wennin einer Spalte nurgenau eine 1 steht, heil8t der zugehorige Implikant
Kernimplikant. Er wird zur Uberdeckung benutzt.

1
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6.4 Der Algorithmus von Quine und McCluskey

Pl-Tafel Reihenfolge der Regeln

|012456810121314

Streichung von Kernimplikanten-Zeilen

* Alleeinschlagigen Indizes Uberdeckt, Tabelle ist leer.

f(xl,... ,X4) = X1 X2 X3 Vx_lex4 V X1X2X3 Vxlﬂ X4
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6.4 Der Algorithmus von Quine und McCluskey

Das Uberdeckungsproblem

Verkleinerung der Pl-Tafel
Einsatz von Verkleinerungsregeln
Freiheit durch
Reihenfolge der Regelanwendung
Art der Regelanwendung
Losung oft trotzdem nicht ablesbar
Backtracking oder Heuristiken
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6.4 Der Algorithmus von Quine und McCluskey

Kontrolle mittels KV-Diagramm

f:{0,1}* - {0,1} mit (0,0,1,1,0,1,0,1,0,1,0,1,0,0, 1, 1)

X1X2 0 = (0000),
00 01 11 10 1=(0001),
2 =(0010),
00 3 =(0011),
4 = (0100),
01 5=(0101),
X3 Xa 6 = (0110),
11 7= (0111),
8 = (1000),
10 9 = (1001),
10 = (1010),
11 = (1011),
12 = (1100),
13 = (1101),
14 = (1110),
15 = (1111),
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6.4 Der Algorithmus von Quine und McCluskey

Kontrolle mittels KV-Diagramm

f:{0,1}* - {0,1} mit (0,0, 1,1,0,1,0,1,0,1,0,1,0,0, 1, 1)

X1 X2 0 = (0000),
00 01 11 10 1 =(0001),
2 =(0010),
» 3 =(0011),
4 = (0100),
o1 1 1 5 =(0101),
X3 Xa 6 = (0110),
w1 |1 (1] 7= (0111),
8 = (1000),
9= (1001),
o] 1 10 = (1010),
11 = (1011),
12 = (1100),
13 = (1101),
14 = (1110),
15 = (1111),
technische universitat = fakultatfir

dortmund informatik



6.4 Der Algorithmus von Quine und McCluskey

Kontrolle mittels KV-Diagramm

f:{0,1}* - {0,1} mit (0,0, 1,1,0,1,0,1,0,1,0,1,0,0, 1, 1)

X1 X2
00 01 11 10
00
01 1 1
X3 X4
{1 111111
10 | 1 1

2 f(xqg, e, X4) =X{ X5 X3 VX{X2Xg VX1X2X3 V X1X7 X4
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6. Optimierung von Schaltnetzen

6. Optimierung von Schaltnetzen

1. Einleitung & Strukturierter Entwurf /
Algebraische Vereinfachung /
KV-Diagramme /
Algorithmus von Quine/McCluskey /

Unvolistandig definierte Funktionen

o vk W N

Hazards
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6.5 Unvollstandig definierte Funktionen

Unvolistandig definierte Funktionen

formal f:{0,1}* > {0, 1, *}
Bedeutung flx) == Funktionswertfir x egal (,don’t care”)
Problem Schaltnetz realisiertimmer eine vollstandig definierte

boolesche Funktion

f:{0, 1} > {0, 1} heiRt Realisierung (oderauch Erweiterung)
von f : {0, 1}"* > {0, 1, *}

n Vf(x) falls f(x)€{0,1}
& Vx < {01} {{0,1} sonst
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6.5 Unvollstandig definierte Funktionen

Wahl der Realisierung

Finde Realisierung f” mit minimalem Minimalpolynom.

Zwei spezielle Realisierungen

£ ::{fo(x) fGE {0, 1)

sonst

£1(x) ={f1(x) f(x)E {0, 1}

sonst
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6.5 Unvollstandig definierte Funktionen

Uber extreme Erweiterungen

Beobachtungen
Primimplikanten von f, sind keine echten Verkirzungen von
Primimplikantenvon f;

Primimplikantenvon f; echte Verklrzungenvon
Primimplikanten von f, sein

Warum?
zusatzliche Einsen verkirzen Primimplikanten hochstens
aber f, kannviel mehr Primimplikanten haben
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6.5 Unvollstandig definierte Funktionen

Minimalpolynome unvolistiandig definierter Funktionen

Algorithmus
Berechne Menge aller Primimplikanten PI(f;) zu f;.
Berechne minimale Uberdeckungvon f, durch Monome aus PI(f,).

algorithmisch keine neuen Probleme
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6. Optimierung von Schaltnetzen

1. Einleitung & Strukturierter Entwurf /
2. Algebraische Vereinfachung %

3. KV-Diagramme t/

4. Algorithmusvon Quine/McCluskey %
5. Unvollstandigdefinierte Funktionen :/
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6.6 Hazards

Hazards
Abweichungen zwischen Modell und Realitat
argerlich, aber unvermeidlich
gilt auch flrtechnisch realisierte Schaltnetze

Zentrale Frage: Was passiert, wenn die Eingabe wechselt?
Antwort: Die Ausgabe kann wechseln.

Wunsch
wenn f die Ausgabe wechselt, wechselt das Schaltnetz genau einmal
seine Ausgabe
wenn f die Ausgabe nicht wechselt, wechselt das Schaltnetz seine
Ausgabe nicht

Realitat
Schaltnetz kann Ausgabe ,,zwischendurch”wechseln - Hazard.
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6.6 Hazards

Hazards: Begriffe

Hazards sind

technische universitat
dortmund

Ausgabewertsoll gleich bleiben, andert sich aber.

Ausgabewertsoll sich andern,andertsich aber
mehrfach.

schon in der Funktionsdefinition enthalten
Hazard, der kein Funktionshazardist, sondern durch

die Wahl der Schaltung ensteht

" fakultat fir

informatik



6.6 Hazards

Statischer Funktionshazard

f:{0,1}"* — {0, 1} hat statischen Funktionshazard, wenn es

a=aa,..a, €{0,1}'undb= b;b, ..b,, €{0, 1} ' mit a# Db

und f(a) = f(b) gibt, sowiec = ¢y ¢; ...c,, € {0, 1} mit
c; € {a;,b;}furallei € {1,2,...,n}und f(c) # f(a).
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6.6 Hazards

Statischer Funktionshazard

f:{0,1}"* — {0, 1} hat statischen Funktionshazard, wenn es

a=aa,..a, €{0,1}'undb= b;b, ..b,, €{0, 1} ' mit a# Db

und f(a) = f(b) gibt, sowiec = ¢y ¢; ...c,, € {0, 1} mit
c; € {a;,b;}furallei € {1,2,...,n}und f(c) # f(a).

Beispiel
Xy X3 |f(x1,%5,X3)

X1 X
00 o0l 41 10

X3

X1
0
0
0
0
1
1
1
1

C OO0 O~~00 -~
(@)
—
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6.6 Hazards

Statischer Funktionshazard

f:{0,1}"* — {0, 1} hat statischen Funktionshazard, wenn es

a=aa,..a, €{0,1}'undb= bb, ..b,, €{0, 1} ' mit a# Db

und f(a) = f(b) gibt, sowiec = ¢y ¢; ...c,, € {0, 1} mit
c; € {a;,b;}furallei € {1,2, ...,n}und f(c) # f(a).

Beispiel a= Ooo’f(a) =1

X1 Xy X3 |f(xq,X9,%3

0 0 0 1 b=011f(b) =1
0 ] 5 ,f (b)

0. 1.0 0 00 01 A1 10
o 1 1 1
1 0 O 0 0| 1
1 0 1 0 X3
1T 1 0 0 1 1
1T 1 1 0

hJ ;ic:::f;ze universitat 1 Tig::;tfir Rechnerstrukturen (Teil 1) - 180 -



6.6 Hazards

Statischer Funktionshazard

f:{0,1}"* — {0, 1} hat statischen Funktionshazard, wenn es

a=aa,..a, €{0,1}'undb= b;b, ..b,, €{0, 1} ' mit a# Db

und f(a) = f(b) gibt, sowiec = ¢y ¢; ...c,, € {0, 1} mit
c; € {a;,b;}furallei € {1,2, ...,n}und f(c) # f(a).

Beispiel a = OOO,f(Cl) =1

X1 Xy X3|f(x1,%5,%3 ¢ =010, f(c) =0

0 0 0 1 b=011,f(b) = 1
0 ] 5 , f(b)

0 1.0 0 00 ol a1 10
o 1 1 1
1.0 0 0 0f 1 _.?
1 0 1 0 X3
1 1 0 0 1 1
1 1 1 0
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6.6 Hazards

Dynamischer Funktionshazard

f:{0,1}" - {0, 1} hat dynamischen Funktionshazard,wennes a,b € {0, 1}"
mita # b und f(a) # f(b) gibt, sowiec = ¢;¢; ...c,, € {0,1}" und

¢ =c'yc’y...c'y, €10, 1Y  mit¢; € {a;,b;}, ¢'; € {c;, b;}furallei €

{1,2,...,n}und f(c) # f(a)und f(c) # f(c").
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6.6 Hazards

Dynamischer Funktionshazard

f:{0,1}" - {0, 1} hat dynamischen Funktionshazard,wennes a,b € {0, 1}"
mita # b und f(a) # f(b) gibt, sowiec = ¢;¢; ...c,, € {0,1}" und

¢ =c'yc’y...c'y, €10, 1Y  mit¢; € {a;,b;}, ¢'; € {c;, b;}furallei €

{1,2,...,n}und f(c) # f(a)und f(c) # f(c").

Beispiel
X1 Xy x3|f(xq,%9,%X3)
O 0 O 1
0O 0 1 0
O 1 O 0 X1 X2
0 1 1 1 060 01 11 10
1 0 O 0 0] 1 1
1 0 1 0 X3
1 1 0 1 1 1
1 1 1 0
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6.6 Hazards

Dynamischer Funktionshazard

f:{0,1}" - {0, 1} hat dynamischen Funktionshazard,wennes a,b € {0, 1}"
mita # b und f(a) # f(b) gibt, sowiec = ¢;¢; ...c,, € {0,1}" und

¢ =c'yc’y...c'y, €10, 1Y  mit¢; € {a;,b;}, ¢'; € {c;, b;}furallei €

{1,2,...,n}und f(c) # f(a)und f(c) # f(c").

Beispiel a=000,f(a) =1
X1 Xp x3f(xq,%5,%3
0O 0 O 1
0O 0 1 0 b=111,f(b) =0
0O 1 0 0 X1X2
o 1 1 1 00 01 11 10
1 0 O 0 Ul 1
1 0 1 0 X3
1.1 0 1 1 1 0
1.1 1 0

hJ ;icrrt]:jﬁ;e universitat 1 Tig::;;ir Rechnerstrukturen (Teil 1) - 184 -



6.6 Hazards

Dynamischer Funktionshazard

f:{0,1}" - {0, 1} hat dynamischen Funktionshazard,wennes a,b € {0, 1}"
mita # b und f(a) # f(b) gibt, sowiec = ¢;¢; ...c,, € {0,1}" und

¢ =c'yc’y...c'y, €10, 1Y  mit¢; € {a;,b;}, ¢'; € {c;, b;}furallei €

{1,2,...,n}und f(c) # f(a)und f(c) # f(c").

Beispiel a =000, f(a) =1

X1 Xy X3 |f(x9,%5,%3) ¢ =001, () =0
0 0 O 1| ¢ =011, f(c) =1
0 0 1 0 b=111,f(b) = 0
0 1 0 0 X1 X2
0 1 1 1 00 01 11 10
1 0 O 0 0| 1 1
1.0 1 0 xs |1
110 1 1 | @@+ o
1. 1 1 0
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6.6 Hazards

Zusammenfassung: Statische/Dynamische Hazards

Wir haben korrektes Schaltnetz S fur f .

Wir betrachten Eingabewechselvon a aufb.

1. Funktionswertbleibt gleich: f(a) = f(b)
Am Ausgangvon S liegt kurzzeitig ein anderer Wert an.

statischer Hazard

2. Funktionswert dndertsich: f(a) # f(b)

Am Ausgangvon S andert sich der Wert mehrfach.
dynamischer Hazard
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6.6 Hazards

Zusammenfassung: Statische/Dynamische Hazards

Wir haben korrektes Schaltnetz S fur f .

Wir betrachten Eingabewechselvon a aufb.

1. Funktionswertbleibt gleich: f(a) = f(b)
Am Ausgangvon S liegt kurzzeitig ein anderer Wert an.

statischer Hazard

2. Funktionswert dndertsich: f(a) # f(b)

Am Ausgangvon S andert sich der Wert mehrfach.
dynamischer Hazard
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6.6 Hazards

Wie kommt es zum Funktionshazard?
Beobachtung Eingabewechselvon anach b mit
f(a) = f(b)
f(a) # f(b)

Es gibt ; 1 andere Eingabe c
2 andereEingabenc, ¢’

zwischena und b, so dass der Funktionswertbeim Weg von a nachb
uber c wechselt
uber cund c’ mehrfach wechselt

zentral andere Eingaben echt ,dazwischen”

technische universitat " fakultat fir
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6.6 Hazards

Was bedeutet ,,dazwischen”?

in Bezug auf Eingabewechsel
Wertanderungeiniger Eingabebits (alle Bits mit a; # b;)
nicht vollig gleichzeitig
,dazwischen”=kann als Zwischenschritt bei Wertanderung

der Eingabebits vorkommen

beim Blick auf KV-Diagramm

auf einem klirzesten Weg von a nach b

technische universitat " fakultat fir
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6.6 Hazards

Kurzeste Wege im KV-Diagramm

X1 X2
00 01 11 10
= 0000

00\ a

» b=1110
01

X3 X4

11

10 O

hJ technische universitat " fakultatfar
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6.6 Hazards

Kurzeste Wege im KV-Diagramm

X1 X
00 01 41 10

00\ H a = 0000

b=1110

01
X3 X4

11

10| )
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6.6 Hazards

Kurzeste Wege im KV-Diagramm

X1 X
00 01 41 10

00 @=t>=t> a = 0000

b=1110

01

X3 X4

11

10 $

hJ technische universitat " fakultatfar
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6.6 Hazards

Kurzeste Wege im KV-Diagramm

00 01 g 10
0 .—)—)T a = 0000
b=1110
01
X3 X4
11

1119

hJ technische universitat " fakultatfar
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6.6 Hazards

Kurzeste Wege im KV-Diagramm

00 XIEII 10
00| a = 0000
h=1110
01
X3 X4
11

1 L?
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6.6 Hazards

Kurzeste Wege im KV-Diagramm

X1 X2
gl 11 10
00| —J—_J a = 0000
b =1110
01
X3 X4
11

hJ technische universitat " fakultatfar
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6.6 Hazards

Kurzeste Wege im KV-Diagramm

X3 X4

rerirTh

1(]!—

NEAaE!

a = 0000
b =1110

-tU technische universitat
dortmund
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6.6 Hazards

Kurzeste Wege im KV-Diagramm

X3 Xa

m ql)qﬂ
L
01
11

10!—

——

v

N

a = 0000
b =1110

-tU technische universitat
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6.6 Hazards

Kiurzeste Wege im KV-Diagramm

X1 X2

00 0l 11 10

oen—‘ Ll a = 0000
b =1110
01
X3 X4
11
1-6; = ’ —
L] )
I I I I
Beobachtung

* 3 Bits verschieden
* kurzeste Wege haben Lange 3
* (i.a.:n unterschiedliche Bits = kurzeste Weglange = n)

hJ technische universitat " fakultat fir
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6.6 Hazards

Funktionshazards

Funktionshazardssind in Realisierungen von Schaltnetzen nicht zu
vermeiden

zur Kenntnis nehmen  Es gibt Hazards.

furunsinteressanter  Schaltungshazards

Schaltzungshazard

Funktion hat bezuglich a, b keinen Hazard, Schaltnetz aber schon

Fragen
1. Wie kann das passieren?
2. Kann man das vermeiden?

technische universitat " fakultatfur .
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6.5 Unvollstandig definierte Funktionen

Schaltzungshazard

Schaltnetz S fir f hat einen statischen Schaltungshazard, wenn es

a,b € {0, 1}" gibt, so dass f beziiglich a, b keinen statischen

Funktionshazard hat, aber beim Eingabewechselvon a nachb am

Ausgangvon S nicht notwendig stabil f (a) anliegt.

technische universitat " fakultatfur .
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6.6 Hazards

Schaltzungshazard

Schaltnetz S fir f hat einen statischen Schaltungshazard, wenn es

a,b € {0, 1}" gibt, so dass f beziiglich a, b keinen statischen

Funktionshazard hat, aber beim Eingabewechselvon a nachb am

Ausgangvon S nicht notwendig stabil f (a) anliegt.

Schaltnetz S firf hat einen dynamischen Schaltungshazard, wenn
esa, b € {0,1}" gibt, so dass f bezlglich a, b keinen dynamischen
Funktionshazard hat, aber beim Eingabewechselvon a nachb am

Ausgangvon S mehr als ein Funktionswertwechsel auftreten kann.

technische universitat " fakultatfur .
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6.6 Hazards

Schaltzungshazard

Schaltnetz S fir f hat einen statischen Schaltungshazard, wenn es

a,b € {0, 1}" gibt, so dass f beziiglich a, b keinen statischen

Funktionshazard hat, aber beim Eingabewechselvon a nachb am

Ausgangvon S nicht notwendig stabil f (a) anliegt.

Schaltnetz S firf hat einen dynamischen Schaltungshazard, wenn
esa, b € {0,1}" gibt, so dass f bezlglich a, b keinen dynamischen
Funktionshazard hat, aber beim Eingabewechselvon a nachb am

Ausgangvon S mehr als ein Funktionswertwechsel auftreten kann.

Beachte: Auftreten nicht garantiert!
hJ ;ic:::f;ze universitat 1 Tig::;tflir Rechnerstrukturen (Teil 1) - 202 -



6.6 Hazards

Beispiel statischer Schaltungshazard

=
[

=
N

=
w

f(xl) xZ; x3)
0

a=111,f(a) =1
b=101,f(b) =1

o
o

Kein Funktionshazard, da kein c zwischen
a und b existiert!

A |lm|la|la 0o 0o oo

= 20O 0 A~ A~ 0O
- Oo|= O -~ O
_ =m0 0O O -
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6.6 Hazards

Beispiel statischer Schaltungshazard

f(le x2) x3)
= X1X, V X5X3
T % % | Jow k%) a=111,f(a) =1
b=101,f(b) =1
0 0o 1 f(b)
O 1 O 0 Kein Funktionshazard, da kein c zwischen
o 1 1 0 a und b existiert!
1 0 O 0
1 0 1 1 x; —
&
L 1 0 1 X2 >1 p—fl..)
1 1 1 1 [
b
&
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6.6 Hazards

Beispiel statischer Schaltungshazard

f(x11x2)x3)
= X1X, V X5X3
B B A T a=111,f(a) =1
b=101,f(b) =1
0O 0 1 1 f()
O 1 O 0 Kein Funktionshazard, da kein c zwischen
o 1 1 0 a und b existiert!
1 0 O 0
1 0 1 1 2,
T T
1 1 1 1 . ="
: i
'
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6.6 Hazards

Beispiel statischer Schaltungshazard

f(x1,x2,x3)
= X1X5 V X5X3
7;1 xoz 9:)3 f(x1»gz:x3) a4 = 111,f(a) 1
0 0 1 1 b=101,f(b) =1
O 1 O 0 Kein Funktionshazard, da kein c zwischen
o 1 1 0 a und b existiert!
1 0 O 0
1 0 1 1 P
1.1 0 1 &  prememrwamawas
1 1 1 1

Xz[ >1 e fl...)
L b
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6.6 Hazards

Beispiel statischer Schaltungshazard

f(le x2) x3)
= X1X> V X>X2
T % % | Jow k%) a=111,f(a) = 1
b=101,f(b) =1
O 0 1 1 f( )
O 1 O 0 Kein Funktionshazard, da kein c zwischen
0o 1 1 0 a und b existiert!
1 0 O 0
1 0 1 1 .
& -----------------
1 1 0 1 Xy @ >1 peees flo)
1 1 1 1 e
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6.6 Hazards

Beispiel statischer Schaltungshazard

f(le x2) x3)
= X1X> V X>X2
T % % | Jow k%) a=111,f(a) =1
b=101,f(b) =1
O 0 1 1 f( )
O 1 O 0 Kein Funktionshazard, da kein c zwischen
0 1 1 0 a und b existiert!
1 0 O 0
1 0 1 1 o
&
1 1 0 1 X5 , >1 feee- fl...)
1 1 1 1 = muuss
1 POe-
& )
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6.6 Hazards

Beispiel statischer Schaltungshazard

f(le x2) x3)
= X1X> V X>X2
T % % | Jow k%) a=111,f(a) = 1
b=101,f(b) =1
0 0 1 f(b)
O 1 O 0 Kein Funktionshazard, da kein c zwischen
0o 1 1 0 a und b existiert!
1 0 O 0
1 0 1 1 P
& .......................
1.1 0 1 X @ >1 —fl.)
1 1 1 1 .
1 Os=
& )
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6.6 Hazards

Beispiel statischer Schaltungshazard

f(le x2) x3)
= X1X> V X>X2
T % % | Jow k%) a=111,f(a) = 1
b=101,f(b) =1
O 0 1 1 f( )
O 1 O 0 Kein Funktionshazard, da kein c zwischen
0o 1 1 0 a und b existiert!
1 0 O 0
1 0 1 1 P
& .......................
1 1 0 1 X, '@ 21 e fl--)
1 1 1 1
1 POe-
&
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6.6 Hazards

Beispiel statischer Schaltungshazard

f(le x2) x3)
= X1X> V X>X2
T % % | Jow k%) a=111,f(a) = 1
b=101,f(b) =1
O 0 1 1 f( )
O 1 O 0 Kein Funktionshazard, da kein c zwischen
0o 1 1 0 a und b existiert!
1 0 O 0
1 0 1 1 P
& .......................
1 1 0 1 X5 , P I I T fl...)
1 1 1 1 ; .
1 POe-
&
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6.6 Hazards

Vermeidung von Schaltungshazards

Wir konzentrieren uns auf
statische Schaltungshazards,
Schaltnetze, die direkt Polynome realisieren.

Sind in solchen Schaltnetzen Schaltungshazards ganz vermeidbar?
gute Nachricht
schlechte Nachricht nicht kostenlos

technische universitat " fakultat fir
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6.6 Hazards

Wie vermeidet man statische Schaltungshazards?

Ein zweistufiges Schaltnetz S fiir eine boolesche Funktion f in disjunktiver
Form ist frei von statischen Schaltungshazards, wenn die UND-Gatter von S
in einer 1:1-Korrespondenz zu den Primimplikanten stehen, d. h.

* jedes UND-Gatter von S realisiert einen Primimplikantenvon f

* und jedem Primimplikantenvon f entsprichtein UND-Gatterin S.

-tLj technische universitat " fakultatfur
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6.6 Hazards

Wir beweisen diesen Satz fir den Fall, dass eine Variable (hier x,,) ihren Wert
andert und das Resttupel (x4, ..., X,—1) unverandertseinen Wert
(aq, ..., anp—1) behalt.

Es gilt: f hat keinen Funktionshazard fiir den Wechsel der Eingangsbelegung
von (ay, ..., an—1,0) nach (ay, ...,a,-1,1).

Es gilt: f(aq,...,a,-1,0) = f(a4,...,an,_1,1).

Zu zeigen: Wahrend des Wechsels von (ay, ...,a,-1,0) nach (a4, ..., an—1, 1)
flr ein Schaltnetz S, dass alle Primplikanten durch UND-Gatter realisiert hat,
ist kein Hazard zu beobachten.

Beweisidee: Wir unterscheiden die Falle
* f(all ey An—1, O) = f(al, vy, An—1, 1) =1
* f(a1; ey An—1, O) — f(a]_, ey An—1, 1) =0

technische universitat " fakultat fir
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6.6 Hazards

Offensichtlich gehoren dann zu den Belegungen (ay, ..., a,,—1,0) und
(ai, ..., Ap—1,1) zwei Mintermevon f.

Die Belegung (a4, ..., a,_1) entspricht dem zugehorigen Implikanten
(Anwendungder Resolution). Dieser kann bereits Primimplikantsein.

Ansonsten existiert eine echte Verklrzungdieses Implikanten.

In beiden Fallen gibt es einen Primimplikanten, der x,, nicht enthalt, und
dem nach Voraussetzungein UND-Gatter zugeordnet ist. Dieses Gatter wird
auf den Wechsel von x,, nicht reagieren.

Dieses Gatter stellt sicher, das der Hazard am Ausgang nicht zu beobachten
ist. O

hJ technische universitat " fakultatfar
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6.6 Hazards

Dannsei m ein beliebiger Primimplikantvon f und es gilt:

m(aq,...,an-1,0) =m(aq,..,a,-1,1) =0

Das bedeutet, dass das UND-Gatter, das m entspricht seine Ausgabe nicht
andert, wenn x,, seinen Wert wechselt. Da m beliebig gewahlt wurde, gilt
dies fur alle Primimplikantenvon f.

Dies bedeutet, dass kein UND-Gatter auf den Wechsel von x,, reagiert und
dieser Wechsel nichtam Ausgangvon S beobachtet werden kann.

t-Lj technische universitat " fakultatfur
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6.6 Hazards

Beispiel statischer Schaltungshazard

X1 xz x3| f(xq,x3,x3)
O 0 O 0
Was ist schiefgelaufen? 0 0 1 1
O 1 O 0
_ 0 1 1 0
Minterme 10 0 0
° flfzx:g 1 0 1 1
. X Eoxa 1 1 0 1
1 1 1 1
¢ xlex?)
* X1X2X3
technische universitat ® fakultat fir
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6.6 Hazards

Beispiel statischer Schaltungshazard

Was ist schiefgelaufen?

Minterme KV-Diagramm
- Xq1X>
o
X1X2X3 00 01 11 10
* X1X2X3 0
— X3
o xlex?) 1
* X1X2X3
technische universitat = fakultatfar

dortmund informatik

x1 X3 X3 | f(xg,x2,%3)
0O 0 O 0
0O 0 1 1
O 1 O 0
o 1 1 0
1 0 O 0
1 0 1 1
1 1 O 1
1 1 1 1




6.6 Hazards

Beispiel statischer Schaltungshazard

Was ist schiefgelaufen?

Minterme KV-Diagramm
_ X1X;
{ ]
X1X2X3 00 01 11 10
* X1X2X3 0 1
— X3
* X1X2X3
technische universitat " fakultat fir

dortmund informatik

x1 X3 X3 | f(xg,x2,%3)
0O 0 O 0
0O 0 1 1
O 1 O 0
o 1 1 0
1 0 O 0
1 0 1 1
1 1 O 1
1 1 1 1




6.6 Hazards

Beispiel statischer Schaltungshazard

X1 Xz X3 f(xll X2, x3)
0O 0 O 0
Was ist schiefgelaufen? 0 o0 1 1
0O 1 O 0
‘ : 0 1 1 0
Minterme KV-Diagramm Lo o X
* XXX X1 X 2 D0 1 1
17273 00 01 10
* X1X2X 11 0 1
1X2X3 0 ‘ P |
° X1x2x3 1 1) L 1
* X1X2X3
technische universitat = fakultit fir
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6.6 Hazards

Beispiel statischer Schaltungshazard

X1 xz x3| f(xq,x3,x3)
O 0 O 0
Was ist schiefgelaufen? 0 0 1 1
O 1 O 0
_ _ 0 1 1 0
Minterme KV-Diagramm 10 0 0
"t X1X2X3 00 01 11 10 10 1 1
. X Eoxa 1 1 0 1
1 1 1 1
* X1X2Xg
* X1X2X3

Aufgestellte Regel: Minimale Menge von PI, die alle 1en Uberdecken reicht.
Gelegentlich leider nurin der Theorie.
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6.6 Hazards

Beispiel statischer Schaltungshazard

vorher: f(xq,x,,%x3) = x1X3 V X3X3 X1 Xz X3 | f(xq,%2,%3)
O 0 O 0
korrigiert: f(x1, x5, x3) = x1x3 V X3x3 V X1X3 0 0 1 1
O 1 O 0
o 1 1 0
X{ —& 1 0 O 0
& ' g, Lo :
X | . soe
’ 1 = 1 1 0 1
1 1 1 1
1 [O—
& -
X3 %
&
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6.6 Hazards

Zusammenfassung: Hazards

Fazit Hazards
Hazards sind argerlich

Wann liegt der richtige Funktionswert vor?
Funktionshazardssind so nicht vermeidbar.
Statische Schaltungshazards konnen mit zusatzlichem Aufwand

vermieden werden.
Eine grundsatzliche Lésungist wiinschenswert.
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6.6 Hazards

Zusammenfassung: Hazards

Fazit Hazards
Hazards sind argerlich

Wann liegt der richtige Funktionswert vor?
Funktionshazardssind so nicht vermeidbar.
Statische Schaltungshazards konnen mit zusatzlichem Aufwand

vermieden werden.
Eine grundsatzliche Lésungist wiinschenswert.

: Taktung der Schaltung =
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6.6 Hazards

Alternative Losung
* falls Hazards nur aufgrund von Laufzeitdifferenzen der Gatter

entstehen
* koénnen Verlangerungenvon Verbindungen diese Unterschiede
ausgleichen.
I
_— - B
RN i -2
s =~ I

D2
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6. Optimierung von Schaltnetzen

Einleitung & Strukturierter Entwurf
Algebraische Vereinfachung %
KV-Diagramme t/

Algorithmus von Quine/McCluskey %

Unvollstandig definierte Funktionen :/
Hazards %

o s W N E
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